



Enviar búsqueda


Cargar
ampliteoriatema3_unlocked.pdf
•
0 recomendaciones•149 vistas
Descripción mejorada por IA

A
AngelCasodelaVegaSeguir
Este documento presenta los conceptos fundamentales de la trigonometría plana y esférica. Introduce las funciones trigonométricas y sus razones, definiéndolas a partir de triángulos rectángulos. Explica cómo calcular las razones trigonométricas de cualquier ángulo y su representación en el plano cartesiano. Además, incluye fórmulas clave y relaciones entre las funciones trigonométricas.Leer menos

Leer más
Ingeniería




Denunciar
Compartir








Denunciar
Compartir



1 de 55Descargar ahoraDescargar para leer sin conexión























































































































Recomendados
Convercion de grados a radianes
Convercion de grados a radianesDerek Hernandez 


Ejercicios problemáticos sobre productos notables y factorización.
Ejercicios problemáticos sobre productos notables y factorización.1LAlvarezGonzalez 


DIVISIÓN DE UN SEGMENTO EN UNA RAZON DADA.pptx
DIVISIÓN DE UN SEGMENTO EN UNA RAZON DADA.pptxMiguelGuerreroE1 


Introducción a la geometría
Introducción a la geometríaElolvidado 


ANGULO DIEDRO - POLIEDROS
ANGULO DIEDRO - POLIEDROSTorimat Cordova 


METODOS DE SOLUCION AL SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES
METODOS DE SOLUCION AL SISTEMA DE ECUACIONES LINEALESCRUZADA ESTUDIANTIL Y PROFESIONAL DE COLOMBIA 


Ley de seno y coseno
Ley de seno y cosenojorgelusa2 


Plano cartesiano y vectores
Plano cartesiano y vectoresLuna Acosadora 







Más contenido relacionado
La actualidad más candente
Presentacion 2
Presentacion 2Centro de Multimedios 



Numeros complejos ppt
Numeros complejos pptÄlëx Vïllëğäš 



Curvas Y Superficies En El Espacio
Curvas Y Superficies En El Espaciojcremiro 



Introducción a la geometría
Introducción a la geometríasilviaslmamani 



 Funciones Trigonométricas
 Funciones TrigonométricasAldana Gomez 



Tema numeros complejos
Tema numeros complejosRaphito Polanco 



Trabajo vectores en el plano y el espacio
Trabajo vectores en el plano y el espacioJonathan Villarroel 



Geometría proyectiva
Geometría proyectivaencinamarisel 



Perimetro y areas matematicas i computacion
Perimetro y areas matematicas i computacionIOPDSJ 



Teoría de grafos
Teoría de grafosdiaz_federico 



Teorema del seno y coseno
Teorema del seno y cosenoLeidy V Urbano A 



Poliedros
Poliedrosclaudiabsimon 



Trigonometria paso a paso
Trigonometria paso a pasoFhernanda Villalba Ramirez 



Matrices y determinantes
Matrices y determinantesWILDERESNEIDER 



4°
4°Juan Jose Tello 



Matemáticas egipcias - 8 - Curso 2010/11
Matemáticas egipcias - 8 - Curso 2010/11Mates y + Estalmat 



Cuadrilateros
CuadrilaterosDavid Espinoza 



Sistemas de ecuaciones compatibles e incompatibles condiciones
Sistemas de ecuaciones compatibles e incompatibles condicionesinstitucion educativa santa cecilia 



Ejercicios de sucesiones aritmeticas y geometricas
Ejercicios de sucesiones aritmeticas y geometricasRamiro Blancas Romero 



Geometría i power
Geometría i powerDaniel Fernandez 





La actualidad más candente (20)
Presentacion 2
Presentacion 2 


Numeros complejos ppt
Numeros complejos ppt 


Curvas Y Superficies En El Espacio
Curvas Y Superficies En El Espacio 


Introducción a la geometría
Introducción a la geometría 


 Funciones Trigonométricas
 Funciones Trigonométricas 


Tema numeros complejos
Tema numeros complejos 


Trabajo vectores en el plano y el espacio
Trabajo vectores en el plano y el espacio 


Geometría proyectiva
Geometría proyectiva 


Perimetro y areas matematicas i computacion
Perimetro y areas matematicas i computacion 


Teoría de grafos
Teoría de grafos 


Teorema del seno y coseno
Teorema del seno y coseno 


Poliedros
Poliedros 


Trigonometria paso a paso
Trigonometria paso a paso 


Matrices y determinantes
Matrices y determinantes 


4°
4° 


Matemáticas egipcias - 8 - Curso 2010/11
Matemáticas egipcias - 8 - Curso 2010/11 


Cuadrilateros
Cuadrilateros 


Sistemas de ecuaciones compatibles e incompatibles condiciones
Sistemas de ecuaciones compatibles e incompatibles condiciones 


Ejercicios de sucesiones aritmeticas y geometricas
Ejercicios de sucesiones aritmeticas y geometricas 


Geometría i power
Geometría i power 






Similar a ampliteoriatema3_unlocked.pdf
Trigonometría
TrigonometríaEdu-Ayuda Blog 



Tangentes en coordenadas polares
Tangentes en coordenadas polaresANTO PACHECO AGRUIRRE 



Funciones trigonometricas
Funciones trigonometricasalicarrizo 



PRE CALCULO N°13 ESAN
PRE CALCULO N°13 ESANCESAR TORRES DIAZ 



Entrenamiento 2° periodo 10°
Entrenamiento 2° periodo 10°profegorrostola 



Precalculo de villena   04 - coordenadas polares
Precalculo de villena   04 - coordenadas polaresrojasdavid1001 



Trigonometriaejerciciosresueltos 150325184919-conversion-gate01
Trigonometriaejerciciosresueltos 150325184919-conversion-gate01Lenin Yoeseer Espinoza Lopez 



Trigonometria ejercicios resueltos
Trigonometria ejercicios resueltosclaudiowins 



Tutoria Algebra Ii Bimestre 20082
Tutoria Algebra Ii Bimestre 20082Germania Rodriguez 



P O W E R  D E  T R I G O N O M E T RÍ A
P O W E R  D E  T R I G O N O M E T RÍ ADavid Weichzel 



Pdfcookie.com 4 geometria
Pdfcookie.com 4 geometriaRoselyneCasimiroAqui 



ejercicios-de-trigonometria_resueltos.pdf
ejercicios-de-trigonometria_resueltos.pdfyoi1008 



Ejercicios resueltos
Ejercicios resueltosroger9019 



Cecyte 4 geometria unidad 3
Cecyte 4 geometria unidad 3LUIS MONREAL 



Coordenadas polares - Matemática II
Coordenadas polares - Matemática IIJoe Arroyo Suárez 



Algebra
AlgebraVideoconferencias UTPL 



Trigonometría: Fórmulas (Identidades, Teoremas, Razones y más)
Trigonometría: Fórmulas (Identidades, Teoremas, Razones y más)Great Ayuda 



Apuntes de trigonometria
Apuntes de trigonometriaAlemaiza 



Semana 4
Semana 4Rodolfo Carrillo Velàsquez 



Apuntesdefisica
ApuntesdefisicaMaggy Barrios 





Similar a ampliteoriatema3_unlocked.pdf (20)
Trigonometría
Trigonometría 


Tangentes en coordenadas polares
Tangentes en coordenadas polares 


Funciones trigonometricas
Funciones trigonometricas 


PRE CALCULO N°13 ESAN
PRE CALCULO N°13 ESAN 


Entrenamiento 2° periodo 10°
Entrenamiento 2° periodo 10° 


Precalculo de villena   04 - coordenadas polares
Precalculo de villena   04 - coordenadas polares 


Trigonometriaejerciciosresueltos 150325184919-conversion-gate01
Trigonometriaejerciciosresueltos 150325184919-conversion-gate01 


Trigonometria ejercicios resueltos
Trigonometria ejercicios resueltos 


Tutoria Algebra Ii Bimestre 20082
Tutoria Algebra Ii Bimestre 20082 


P O W E R  D E  T R I G O N O M E T RÍ A
P O W E R  D E  T R I G O N O M E T RÍ A 


Pdfcookie.com 4 geometria
Pdfcookie.com 4 geometria 


ejercicios-de-trigonometria_resueltos.pdf
ejercicios-de-trigonometria_resueltos.pdf 


Ejercicios resueltos
Ejercicios resueltos 


Cecyte 4 geometria unidad 3
Cecyte 4 geometria unidad 3 


Coordenadas polares - Matemática II
Coordenadas polares - Matemática II 


Algebra
Algebra 


Trigonometría: Fórmulas (Identidades, Teoremas, Razones y más)
Trigonometría: Fórmulas (Identidades, Teoremas, Razones y más) 


Apuntes de trigonometria
Apuntes de trigonometria 


Semana 4
Semana 4 


Apuntesdefisica
Apuntesdefisica 









Más de AngelCasodelaVega
t3ejerciciosresueltosAMPLI_unlocked.pdf
t3ejerciciosresueltosAMPLI_unlocked.pdfAngelCasodelaVega 



t1ejerciciosresueltosAMPLI_unlocked.pdf
t1ejerciciosresueltosAMPLI_unlocked.pdfAngelCasodelaVega 



ampliteoriatema2i_unlocked.pdf
ampliteoriatema2i_unlocked.pdfAngelCasodelaVega 



t4ejerciciosresueltosAMPLI_unlocked.pdf
t4ejerciciosresueltosAMPLI_unlocked.pdfAngelCasodelaVega 



ampliteoriatema1_unlocked.pdf
ampliteoriatema1_unlocked.pdfAngelCasodelaVega 



ampliteoriatema2k_unlocked.pdf
ampliteoriatema2k_unlocked.pdfAngelCasodelaVega 



PIEZAS
PIEZASAngelCasodelaVega 





Más de AngelCasodelaVega (7)
t3ejerciciosresueltosAMPLI_unlocked.pdf
t3ejerciciosresueltosAMPLI_unlocked.pdf 


t1ejerciciosresueltosAMPLI_unlocked.pdf
t1ejerciciosresueltosAMPLI_unlocked.pdf 


ampliteoriatema2i_unlocked.pdf
ampliteoriatema2i_unlocked.pdf 


t4ejerciciosresueltosAMPLI_unlocked.pdf
t4ejerciciosresueltosAMPLI_unlocked.pdf 


ampliteoriatema1_unlocked.pdf
ampliteoriatema1_unlocked.pdf 


ampliteoriatema2k_unlocked.pdf
ampliteoriatema2k_unlocked.pdf 


PIEZAS
PIEZAS 






Último
Ademes, definición, materiales, tipos de ademes y su funcionamiento.pdf
Ademes, definición, materiales, tipos de ademes y su funcionamiento.pdfPAOLAHENRYIBARRA1 



Control_Finanzas_S7.pdfENTREGADO LITO RESUELTO
Control_Finanzas_S7.pdfENTREGADO LITO RESUELTOfredyflores58 



Control_Calidad_S7.pdfOKAY RESUELTO LISTO
Control_Calidad_S7.pdfOKAY RESUELTO LISTOfredyflores58 



CINEMATICA DE MECANISMOS PLANOS EN INGENÍERIA .pdf
CINEMATICA DE MECANISMOS PLANOS EN INGENÍERIA .pdfElizabethTapia75 



Impulsando la CX haciendo uso de IA generativa y herramientas de low code.pptx
Impulsando la CX haciendo uso de IA generativa y herramientas de low code.pptxNicolas Ricardo Archila Gomez 



Red transporte Eléctrica España_Plan_Desarrollo.pdf
Red transporte Eléctrica España_Plan_Desarrollo.pdftutorsti 



Toma Domiciliaria de Agua Potable_IPN.pptx
Toma Domiciliaria de Agua Potable_IPN.pptxregina529778 



Presentación Open House Hermle 2024 Delteco
Presentación Open House Hermle 2024 DeltecoJavier Torres Merino 



Control_Calidad_S7.pdfpideloconfiable y seguro
Control_Calidad_S7.pdfpideloconfiable y seguromatepura 



Potential Difference inc. Patent Portfolio.pdf
Potential Difference inc. Patent Portfolio.pdfThane Heins 



Examen 1.docx EXAMEN EN TIEMPO REAL RESUELTO
Examen 1.docx EXAMEN EN TIEMPO REAL RESUELTOfredyflores58 





Último (11)
Ademes, definición, materiales, tipos de ademes y su funcionamiento.pdf
Ademes, definición, materiales, tipos de ademes y su funcionamiento.pdf 


Control_Finanzas_S7.pdfENTREGADO LITO RESUELTO
Control_Finanzas_S7.pdfENTREGADO LITO RESUELTO 


Control_Calidad_S7.pdfOKAY RESUELTO LISTO
Control_Calidad_S7.pdfOKAY RESUELTO LISTO 


CINEMATICA DE MECANISMOS PLANOS EN INGENÍERIA .pdf
CINEMATICA DE MECANISMOS PLANOS EN INGENÍERIA .pdf 


Impulsando la CX haciendo uso de IA generativa y herramientas de low code.pptx
Impulsando la CX haciendo uso de IA generativa y herramientas de low code.pptx 


Red transporte Eléctrica España_Plan_Desarrollo.pdf
Red transporte Eléctrica España_Plan_Desarrollo.pdf 


Toma Domiciliaria de Agua Potable_IPN.pptx
Toma Domiciliaria de Agua Potable_IPN.pptx 


Presentación Open House Hermle 2024 Delteco
Presentación Open House Hermle 2024 Delteco 


Control_Calidad_S7.pdfpideloconfiable y seguro
Control_Calidad_S7.pdfpideloconfiable y seguro 


Potential Difference inc. Patent Portfolio.pdf
Potential Difference inc. Patent Portfolio.pdf 


Examen 1.docx EXAMEN EN TIEMPO REAL RESUELTO
Examen 1.docx EXAMEN EN TIEMPO REAL RESUELTO 











ampliteoriatema3_unlocked.pdf

	1. TRIGONOMETRÍA PLANA Y  ESFÉRICA
ISIDORO PONTE-E.S.M.C.-tema III 1
TEMA 3:
TRIGONOMETRÍA PLANA Y ESFÉRICA
TRIGONOMETRÍA PLANA
Objetivo
La Trigonometría plana tiene por objeto calcular el valor de la medida de
algunos elementos (lados y ángulos) de un triángulo plano, partiendo del
conocimiento de otros elementos del triángulo. auqneu tambien se puede trabajar
con otros elementos secundarios: medianas, bisetrices , mediatrices, etc..
La primera dificultad que aparece es: si se pueden relacionar magnitudes
longitudinales (lados) y magnitudes angulares(ángulos). La respuesta nos la dan
las funciones trigonométricas, que permiten definir los ángulos a partir de
medidas longtudinales.
Razones trigonométricas de un ángulo agudo.
Sea EBD un ángulo agudo
trazamos la perpendicular al lado AB
desde un punto C (del lado BD),
formando un triángulo rectángulo en A.
Recordemos que en los triángulos
rectángulos tenemos , la hipotenusa a ,
los catetos c
,
b y el teorema de
Pitágoras : 2
2
2
c
b
a +
=
Definimos entonces las razones
trigonométricas
seno:
a
b
hipotenusa
opuesto
cateto
sen =
=
β , coseno:
a
c
hipotenusa
contiguo
cateto
cos =
=
β
tangente
c
b
contiguo
cateto
opuesto
cateto
tg =
=
β , cotangente
b
c
opuesto
cateto
contiguo
cateto
ctg =
=
β
cosecante
a
c
opuesto
cateto
hipotenusa
ec
cos =
=
β , secante
c
a
contiguo
cateto
hipotenusa
sec =
=
β
resultados inmediatas son:
■
β
β
tg
1
ctg = ,
β
β
sen
1
ec
cos = ,
β
β
cos
1
sec =
■ las razones trigonométricas de un ángulo agudo dependen únicamente del
valor del ángulo y no del triángulo rectángulo al que pertenecen.
■ las razones trigonométricas de un ángulo agudo β son iguales a las co-
razones trignométricas del ángulo compementario β
−
o
90 .
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Razones trigonométricas de un ángulo cualquiera.
Consideramos el plano cartesiano
{ }
Y
,
X
,
0 . Dado un punto )
y
,
x
(
P
referido a ese sistema. La distancia de
P al origen O es siempre positiva y
tiene como valor 2
2
y
x
r +
=
Un ángulo α , formado a partir del
eje OX en sentido contrario a las agujas
del reloj se dice que es positivo, en
caso contrario se dice negativo.
El plano cartesiano se divide en
cuatro cuadrantes – I , II , III , IV-
Sea α un ángulo determinado por el eje OX y un punto
)
y
,
x
(
P perteneciente a cualquier cuadrante. Entonces sus razones trigonométricas
vienen determinadas por:
seno:
r
y
sen =
α , coseno:
r
x
cos =
α tangente
x
y
tg =
α ,
cosecante
y
r
ec
cos =
α , secante
x
r
sec =
α cotangente
y
x
ctg =
α
Relaciones fundamentales entre las razones trigonométricas
de un ángulo.
Son todas fórmulas muy fáciles de probar, se basan en el teorema de
Pitágoras y en la propia definición, algunas son:
1
cos
sen 2
2
=
+ α
α ,
α
α
α
cos
sen
tg = ,
x
tg
1
tg
sen
2
+
±
=
α
α , α
α 2
2
sec
tg
1 =
+
■ conociendo una razón trigonométrica de un ángulo, se conocen (salvo signo) las
restantes razones trigonométricas del ángulo.
Signos algebraicos de las razones trigonométricas en los
distintos cuadrantes.
La gráfica adjunta, en la que consideramos una circunferencia de radio 1 nos
permite saber como son los signos de las razones trigonométricas según el
cuadrante en el que se encuentran y su proyección sobre el eje X
0 , el valor del
coseno del ángulo, y su proyección sobre el eje OY el valor del seno
 


	3. TRIGONOMETRÍA PLANA Y  ESFÉRICA
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Razones trigonométricas de algunos ángulos.
o
0
=
α o
30
=
α o
45
=
α o
0
6
=
α o
0
9
=
α o
0
18
=
α o
270
=
α o
360
=
α
α
sen
0
2
0
=
2
1
2
1
=
2
2
2
3
1
2
4
= 0 1
− 0
α
cos
1
2
4
=
2
3
2
2
2
1
2
1
= 0
2
0
= 1
− 0 1
Funciones trigonométricas y representaciones gráficas.
Podemos definir la función trigonometrica seno como la función real de
variable real
x
sen
x
R
R
:
sen
→
→

,evidentemente x es un número real que se
obtiene
180
x
l
sexagesima
angulo
x
π
= expresado en radianes, por ejemplo,
o
60
=
α corresponde a R
...
047197551
.
1
180
x
60
x ∈
=
=
π
análogamente, podriamos definir las restantes funciones trigonométricas y obtener
su gráfica
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también podiamos hablar de las funciones reciprocas (inversas) de las funciones
trigonométricas :
En trigonometría, cuando el ángulo se expresa en radianes (dado que un radián es
el arco de circunferencia de longitud igual al radio), suele denominarse arco a
cualquier cantidad expresada en radianes; por eso las funciones inversas de las
funciones trigonométricas y que se denominan con el prefijo arco,
x
sen
y = su función inversa es y
sen
arc
x =
x
cos
y = su función inversa es y
cos
arc
x =
x
tg
y = su función inversa es y
tg
arc
x =
x
sec
y = su función inversa es y
sec
arc
x =
x
ec
cos
y = su función inversa es y
ec
cos
arc
x =
x
ctg
y = su función inversa es y
ctg
arc
x =
NOTA : hay que tener en cuenta su representación gráfica para ver que son
funciones especiales a la hora de definir el dominio de dichas funciones.
Relaciones entre razones trigonométricas(seno y coseno) de
algunos ángulos.
■) angulos que difieren en un múltiplo de 2π:
π:
π:
π: 2kπ+α
π+α
π+α
π+α y α .
α .
α .
α .
α
α
π sen
)
k
2
(
sen =
+
α
α
π cos
)
k
2
cos( =
+
■) angulos complementarios : π/2 −α
π/2 −α
π/2 −α
π/2 −α y α .
α .
α .
α .
α
α
π
cos
2
sen =






−
α
α
π
sen
2
cos =






−
■) angulos suplementarios : π−α
π−α
π−α
π−α y α
α
α
α
(reducción del 2do cuadrante al 1er cuadrante)
α
α
π sen
)
(
sen =
−
α
α
π cos
)
cos( −
=
−
■) angulos que difieren en π
π
π
π : π+α
π+α
π+α
π+α y α
α
α
α
(reducción del 3er cuadrante al 1er cuadrante)
α
α
π sen
)
(
sen −
=
+
α
α
π cos
)
cos( −
=
+
■) angulos opuestos : 2π−α (− α
2π−α (− α
2π−α (− α
2π−α (− α ) y α
α
α
α
(reducción del 4to cuadrante al 1er cuadrante)
α
α
α
π sen
)
(
sen
)
2
(
sen −
=
−
=
−
α
α
α
π cos
)
(
cos
)
2
cos( =
−
=
−
Tablas naturales.
Pequeño comentario acerca de las tablas naturales, hoy en día ya
desfasadas
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Fórmulas trigonométricas para varios ángulos
■) Fórmulas para la suma
i) β
α
β
α
β
α sen
cos
cos
sen
)
(
sen +
=
+
ii) β
α
β
α
β
α sen
sen
cos
cos
)
(
cos −
=
+
iii)
β
α
β
α
β
α
tg
tg
1
tg
tg
)
(
tg
−
+
=
+
■) Fórmulas para la diferencia
iv) β
α
β
α
β
α sen
cos
cos
sen
)
(
sen −
=
−
v) β
α
β
α
β
α sen
sen
cos
cos
)
(
cos +
=
−
vi)
β
α
β
α
β
α
tg
tg
1
tg
tg
)
(
tg
+
−
=
−
■) Fórmulas para el ángulo doble
vii) α
α
α cos
sen
2
)
2
(
sen =
viii) α
α
α 2
2
sen
cos
)
2
(
cos −
=
ix)
α
α
α 2
tg
1
tg
2
)
2
(
tg
−
=
■) Fórmulas para el ángulo mitad
x)
2
cos
1
2
sen
α
α −
±
=






xi)
2
cos
1
2
cos
α
α +
±
=






xii)
α
α
α
cos
1
cos
1
2
tg
+
−
±
=






demostremos la i),(las demas se demuestran fácilmente a partir de la i))
Sean α y o
90
/ <
+ β
α
β
(si o
90
>
+ β
α se haría análogamente)
Tenemos
=
+
=
+
=
=
+
OP
DP
CB
OP
DP
AD
OP
AP
)
(
sen β
α
=
+
+
=
+
=
OP
BP
BP
DP
OP
B
0
OB
DP
OP
CB
OP
DP
OP
CB
β
α
β
α sen
cos
cos
sen +
=
Como queriamos demostrar.
Para obtener ii) basta tener en cuenta que
)
(
2
(
sen
)
cos( β
α
π
β
α +
−
=
+
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para obtener iii) dividimos i)/ii) y cada miembro lo dividimos por β
α cos
cos .
iv) , v) y vi) se obtienen sustituyendo en las primeras β por β
−
vii) , viii) y ix) se obtienen sustituyendo en las primeras β por α
x) , xi) y xii) se obtienen usando la formulas





−
=
+
=
2
sen
2
cos
cos
2
sen
2
cos
1
2
2
2
2
α
α
α
α
α
■) Fórmulas de transformación de sumas en productos
xiii)
2
cos
2
sen
2
sen
sen
β
α
β
α
β
α
−
+
=
+
xiv)
2
cos
2
cos
2
cos
cos
β
α
β
α
β
α
−
+
=
+
xv)
2
sen
2
cos
2
sen
sen
β
α
β
α
β
α
−
+
=
−
xvi)
2
sen
2
sen
2
cos
cos
β
α
β
α
β
α
−
+
−
=
−
para demostrar estas fórmulas hay que tener en cuenta que:
2
2
β
α
β
α
α
−
+
+
= y que
2
2
β
α
β
α
β
−
−
+
= y se obtienen los resultados.
■) Fórmulas de transformación de productos en sumas y dif.
xiii)
( )
)
(
sen
)
(
sen
2
1
cos
sen β
α
β
α
β
α −
+
+
=
⋅
xiv)
( )
)
(
cos
)
(
cos
2
1
sen
sen β
α
β
α
β
α −
−
+
−
=
⋅
xiv)
( )
)
(
cos
)
(
cos
2
1
cos
cos β
α
β
α
β
α −
+
+
−
=
⋅
se obtienen sustituyendo en las anteriores
2
A
β
α +
= y
2
B
β
α −
= , luego
renombramos A y B .
Ecuaciones trigonométricas.
Son ecuaciones que se resuelven aplicando todas las identidades
trigonométricas estudiadas. En estas ecuaciones es importante tener en cuenta que
muchas veces se elevarán al cuadrado para facilitar su resolución, por lo que es
importante comprobar en la ecuación inicial que las soluciones son válidas.
También se pueden resolver sistemas de ecuaciones trigonométricas.
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Teoremas para los triángulos planos.
Son resultados importantes que usaremos en la resolución de triángulos de la
trigonometría plana.
Todo triángulo plano se caracteriza por tener 6
elementos
-> 3 lados (expresados en medida longitudinal): c
,
b
,
a
-> 3 ángulos (expresados en medida angular) : C
,
B
,
A
Los angulos interiores se designan con la misma letra que
el lado opuesto, pero en mayúsculas
■) Teorema del coseno
En todo triángulo plano se verifican :
A
cos
bc
2
c
b
a 2
2
2
−
+
= , B
cos
ac
2
c
a
b 2
2
2
−
+
= y C
cos
ab
2
b
a
c 2
2
2
−
+
=
para demostrarlo consideramos el triángulo
∆
ABC
teniendo en cuenta los vectores
→
a ,
→
b y
→
c , tenemos
⇒
−
=
⇒
−
=
⇒
+
=
→
→
→
→
→
→
→
→
→
2
2
)
b
c
(
)
a
(
b
c
a
b
a
c
A
cos
bc
2
c
b
b
c
2
)
b
(
)
c
(
a 2
2
2
2
2
−
+
=
−
+
=
⇒
→
→
→
→
análogamente se obtienen los otros resultados
■) Teorema del seno
En todo triángulo plano se verifica :
C
sen
c
B
sen
b
A
sen
a
=
=
este tereoma lo demostraremos según los tipos de triángulo:
TRIANGULO ACUTÁNGULO
Sea BD la altura correspondiente al lado b
Tenemos
C
sen
c
A
sen
a
A
sen
c
BD
c
BD
A
sen
C
sen
a
BD
a
BD
C
sen
=
⇒





=
⇒
=
=
⇒
=
Análogamente tomando la altura correspondiente al lado BC obtenemos
C
sen
c
b
sen
b
= igualando ambas expresiones obtenemos el resultado
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TRIANGULO OBTUSÁNGULO
Sea BD la altura correspondiente al lado b
Tenemos
C
sen
c
A
sen
a
A
sen
c
BD
c
BD
A
sen
C
sen
)
C
(
sen
BCD
sen
C
CDB
C
sen
a
CDB
sen
a
BD
a
BD
CDB
sen
=
⇒







=
⇒
=
=
−
=
⇒
−
=
=
=
⇒
=
π
π
Análogamente obtenemos
C
sen
c
b
sen
b
= igualando ambas expresiones
obtenemos el resultado
TRIANGULO RECTÁNGULO
Sabemos que 1
A
sen
2
A =
⇒
=
π
BD
Tenemos
C
sen
c
B
sen
b
A
sen
a
A
sen
a
1
a
a
B
sen
b
a
b
B
sen
A
sen
a
1
a
a
C
sen
c
a
c
C
sen
=
=
⇒







=
=
=
⇒
=
=
=
=
⇒
=
con lo que el teorema es válido para cualquier tipo de triángulo.
■) Teorema de las tangentes (Neper)
En todo triángulo plano se verifican :
2
B
A
tg
2
B
A
tg
b
a
b
a
+
−
=
+
−
,
2
C
A
tg
2
C
A
tg
c
a
c
a
+
−
=
+
−
y
2
B
C
tg
2
B
C
tg
b
c
b
c
+
−
=
+
−
En este caso la demostración la vamos a hacer usando los resultados anteriores
tenemos
⇒
+
−
=
+
−
⇒
+
−
=
+
−
⇒
=
⇒
=
B
sen
B
sen
A
sen
B
sen
B
sen
A
sen
b
b
a
b
b
a
1
B
sen
A
sen
1
B
sen
A
sen
1
b
a
1
b
a
B
sen
A
sen
b
a
B
sen
b
A
sen
a
2
B
A
tg
2
B
A
tg
2
B
A
cos
2
B
A
sen
2
2
B
A
sen
2
B
A
cos
2
B
sen
A
sen
B
sen
A
sen
b
a
b
a
+
−
=
−
+
−
+
=
+
−
=
+
−
⇒
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Resolución de triángulos planos.
Resolver un triángulo consiste en calcular algunos elementos del triángulo
plano cuando conocemos otros o relaciones entre otros.
Normalmente se van a conocer tres y se nos pediría calcular algunos de los
restantes.
Para poder formar el triángulo se han de verificar:
- conocer tres elementos del triángulo.
- por lo menos un lado.
- 1
a
A
sen
b
≤ , 1
a
A
sen
c
≤ , 1
b
B
sen
a
≤ , 1
b
B
sen
c
≤ , 1
c
C
sen
a
≤ y 1
c
C
sen
b
≤
En algun caso podrá tener varias soluciones.
Para resolver los triángulos planos usaremos los teoremas de los senos, de
los cosenos, de las tangentes, junto con el resultado π
=
+
+ C
B
A .
Principales aplicaciones prácticas de la resolución de
triángulos planos.
Algunas de esta aplicaciones y que veremos en problemas son:
Cálculo de las alturas de torres h cuyo
pie es naccesible, siendo horizontal el terreno
que ocupa (figura)
Altura de un edificio situado sobre la
montaña (una antena)
Cálculo de la distancia entre dos puntos
entre los que me dia un obstáculo (distancia
entr dos ciudades separadas por una montaña)
Cálculo de longitud de puentes, anchura
de ríos, trayectorias de barcas y de aviones,
etc.
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INTRODUCCION A LA TRIGONOMETRÍA ESFÉRICA
Ángulos diedros
Cuando dos rectas en el plano se cortan
en un punto determinan cuatro ángulos
planos.
Si dos planos, en el espacio
tridimensional, tienen una sola recta común
determinan 4 ángulos diedros
Estudiemos el ángulo diedro α
Los semiplanos ABCD (plano deter-
minados por esos cuatro puntos) y
CDEF reciben el nombre de caras
del ángulo diedro, y la recta CD
(recta de intersección de ambos se-
Miplanos) se denomina arista del
ángulo diedro.
También se entiende por ángulo diedro al ángulo que forman dos rectas, una
contenida en cada plano, cuando se da un corte por un plano perpendicular a la
recta CD.
Ángulos triedros
Tres planos que se cortan en un punto
determinan ocho ángulos triedros (pues tres
planos que se cortan en un punto dividen al
espacio en ocho regiones especiales
delimitidas por semiplanos.
Hagamos un dibujo mas explicativo del ángulo triedro
El punto O es el vértice del
ángulo triedro.
Las tres planos que se cortan
en un punto determinan ocho
ángulos triedros (pues tres planos
que se cortan en un punto dividen al
espacio en ocho regiones especiales
delimitidas por semiplanos.). se
denominan caras del triedro a los
planos OXZ , OXY y OYZ.
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Se llaman aristas del triedro
a las semirrectas OX , OY y OZ .
Las aristas consideradas de dos
en dos forman tres ángulos planos
γ
β
α ,
, .
Las caras tomadas de dos en
dos forman tres ángulos diedros
Z
,
Y
,
X
ángulo plano α ángulo plano β
ángulo plano γ
ángulo diedro de arista X
0 ángulo diedro de arista Y
0
ángulo diedro de arista Z
0
Algunas de las propiedades que verifican los ángulos (planos y diedros) contenidos
en el triedro son :
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■) la suma de dos ángulos planos de un triedro es mayor que el tercer ángulo
plano. y cada ángulo plano es mayor que la diferencia de los otros dos
β
α
γ
β
α −
>
>
+ , β
γ
α
β
γ −
>
>
+ y γ
α
β
γ
α −
>
>
+
■) la suma de tres ángulos planos de un triedro es menor que cutro rectos
o
360
0 <
+
+
< γ
β
α
nota: se verifican mas propiedades que agregaremos cuando estudiemos los
triángulos esféricos.
Probemos la segunda:
Considermos el triedro
XYZ
0 , siendo el punto O es el
vértice del ángulo triedro.
Consideramos los triángulos
planos XZ
0 , XY
0 , YZ
0 ,.
Sabemos que la suma de los
ángulos interiores de cada uno de
esos triángulos es o
180 , en total
⇔
= o
o
540
180
x
3
o
540
YX
0
XY
0
X
0
Y
ZY
0
YZ
0
Y
0
Z
ZX
0
XZ
0
X
0
Z
X
0
Y
triángulo
l
de
angulos
Y
0
Z
triángulo
l
de
angulos
X
0
Z
triángulo
l
de
angulos
=
+
+
+
+
+
+
+
+
∧
∧
∧
∧
∧
∧
∧
∧
∧
los reagrupamos
o
540
ZX
0
ZY
0
YX
0
YZ
0
XY
0
XZ
0
X
0
Y
Y
0
Z
X
0
Z
Z
0
es
arista
cuya
angulos
Y
0
es
arista
cuya
angulos
X
0
es
arista
cuya
angulos
0
vertice
de
angulos
=
+
+
+
+
+
+
+
+
∧
∧
∧
∧
∧
∧
∧
∧
∧
tenemos en cuenta que los ángulos de vértice 0 , son los ángulos planos γ
β
α ,
,
también observamos que en lo vertices X , Y y Z se forman triedros, por lo que
podemos aplicar la propiedad anterior y obtenemos:
∧
∧
∧
>
+ ZXY
XY
0
XZ
0 ,
∧
∧
∧
>
+ XYZ
YX
0
YZ
0 y
∧
∧
∧
>
+ YZX
ZX
0
ZY
0
además tenemos que o
180
YZX
XYZ
ZYX =
+
+
∧
∧
∧
, llevando estos resultados a la
igualdad anterior obetenemos :
o
o
o
o
o
360
180
540
180
YZX
XYZ
ZYX
ZX
0
ZY
0
YX
0
YZ
0
XY
0
XZ
0
X
0
Y
Y
0
Z
X
0
Z
540
Z
0
es
arista
cuya
angulos
Y
0
es
arista
cuya
angulos
X
0
es
arista
cuya
angulos
0
vertice
de
angulos
=
−
<
+
+
⇒
+
+
+
=
+
+
+
+
+
>
>
+
+
+
+
+
+
+
+
=
∧
∧
∧
∧
∧
∧
∧
∧
∧
∧
∧
∧
γ
β
α
γ
β
α
γ
β
α
Ángulos esféricos
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La interseccción de un plano y un
superficie esférica es una circunferencia.
Si el plano secante pasa por el centro
de la esfera la circunferencia intersección se
denomina circunferencia máxima(círculo
máximo), si no pasa recibe el nombre de
circunferncia menor (círculo menor), éste
puede ser incluso un punto.
Se llaman polos de una
circunferencia máxima (hay dos), a dos punto
situados sobre la superficie esférica obtenidos
al intersecar con ésta la recta que es
perpendicular al plano que contiene a la
circunferencia máxima y pasa por el centro de
la superficie esférica.
Dos puntos distintos de la superficie
esférica A y B , que no sean extremos d eun
diamétro, pertenecen a una única cicunferencia
máxima
El menor arco de circunferencia máxima
(hay dos) de los que unen A y B , es la
mínima distancia entre esos dos puntos , a
través de la superficie esférica.
Se llama ángulo esférico a la porción
de superficie comprendida entre los arcos de
dos circunferencias máximas. los arcos y su
intersección son los lados y vértices del ángulo
esférico
Todo ángulo esférico tiene por medida el
arco de circulo máximo interceptado por sus
lados, trazado desde el vértice como polo.
En la figura tenemos el ángulo esférico
AB .
Se llama huso esférico a la región de
la superficie esférica que está limitada por dos
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semicircunferencias de círculo máximo (en la
figura el huso es MNAB).
Son también ejemplos de husos
esféricos los 24 husos horarios en los que está
dividida la superficie de la Tierra.
Triángulos esféricos. Propiedades. Clasificación.
La región de la superficie de una esfera
limitada por los arcos de tres circunferencias
máximas se llama triángulo esférico.
Los arcos (ángulos planos) son los
lados del triángulo esférico. y los puntos de
corte de los arcos son los vértices del
triángulo. A los lados los designaremos con
letras minúsculas c
,
b
,
a
Los ángulos diedros que se forman en
cada vértices son los ángulos del triángulo
esférico, a éstos se les designa con letras
mayúsculas C
,
B
,
A , de manera que cada
lado tenga enfrente al ángulo correspondiente.
Lados del triángulo esférico Ángulos del triángulo esférico
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Para facilitar su estudio vamos a trabajar sólo con triángulos esféricos
convexos (en los que los arcos que forman los lados son todos menores que dos
rectos, por lo tanto el triángulo estara contenido siempre en uno de las semiesferas
en las que las circunferncias máximas dividen a la superficie esférica)
Teniendo en cuenta que un triángulo esférico puede ser considerado como
un triedro, las propiedades de éstos son propiedades que verifican los triángulos
esféricos.
Propiedades
0.) los lados y angulos del triangulo esférico están comprendidos entre o
0 y
o
180 , es decir, o
o
180
C
,
B
,
A
,
c
,
b
,
a
0 <
<
1.) la suma de dos lados del triángulo esférico es mayor que el tercer lado y
éste a su vez es mayor que la diferencia de los otros dos
b
a
c
b
a −
>
>
+ , b
c
a
b
c −
>
>
+ y c
a
b
c
a −
>
>
+
2.) la suma de tres lados del triángulo esférico es menor que cuatro rectos
o
360
c
b
a
0 <
+
+
<
3.) a dos lados iguales se oponen ángulos iguales y recíprocamente
B
A
b
a =
⇔
= , C
A
c
a =
⇔
= y B
C
b
c =
⇔
=
4.) a mayor lado se opone mayor ángulo y recíprocamente.
B
A
b
a <
⇔
< , C
A
c
a <
⇔
< y B
C
b
c <
⇔
<
5.) si a cada ángulo le sumamos dos rectos, la suma obtenida es mayor que
la suma de los otros dos ángulos.
C
B
180
A +
>
+ o
, C
A
180
B +
>
+ o
y A
B
180
C +
>
+ o
6.) la suma de tres ángulos del triángulo esférico es mayor que 2 rectos y
menor que seis.
o
o
360
C
B
A
180 <
+
+
< .
definimos exceso esférico de un triángulo esférico E al valor del ángulo en que
la suma de los ángulos del triángulo excede a dos rectos.
o
180
)
C
B
A
(
E −
+
+
=
se prueba que el área del un triángulo esférico , que está situado sobre una
superficie esférica de radio r es
360
r2
π
.
NOTA: para demostrar las últimas propiedades, se necesito conocer el concepto y
propiedades del triángulo polar de uno dado.
Clasificación
Teniendo en cuenta como son lados y ángulos en un triángulo esférico,
podemos clasificarlos de varias maneras:
si todos lados y ángulos son distinos (escalenos) ,
si dos lados son iguales y por tanto dos ángulos iguales (isósceles) y
si los tres lados son igualesy por tanto los tres ángulos iguales (equiláteros).
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otra manera de clasificarlos sería dependiendo de los lados(o ángulos) rectos que
tenga:
si tiene un ángulo recto (rectángulo).
si tiene dos ángulos rectos (birrectángulo)
si tiene tres ángulos rectos (trirrectángulo)
si tiene un lado recto (rectilátero).
si tiene dos ángulos rectos (birrectilátero)
si tiene tres ángulos rectos (trirrectilátero)
en otro caso(oblicuángulo).
(en los bi- y los tri- no nos detendremos pues su resoucio nes inmediata).
Triángulos polares o suplementarios.
Dado un triángulo esférico ABC , se denomina triángulo esferico polar de
ABC ( le designaremos por C
B
A ′
′
′ ) a otro triángulo esférico tal que A′ es el polo
del círculo máximo que contiene al lado a y que se encuentra en el mismo
hemisferio que el vértice A respecto a dicho circulo máximo. De la misma forma se
construirían B′ y C′.
Construcción del vértice A′ Forma defnitiva del triágulo polar C
B
A ′
′
′
Propiedades del triángulo polar, que no probaremos:
1.-) dado un triángulo esférico ABC , su triángulo polar C
B
A ′
′
′ es único , y el
triángulo polar de C
B
A ′
′
′ es ABC .
2.-) sea un triángulo esférico ABC y su polar C
B
A ′
′
′ , se verifica que los lados de
uno son suplementarios de los ángulos respectivos del otro.
o
180
a
A =
′
+ , o
180
b
B =
′
+ , o
180
c
C =
′
+ ,
o
180
a
A =
+
′ , o
180
b
B =
+
′ , o
180
c
C =
+
′
estas propiedades nos permiten probar algunas de las propiedades vistas antes,
relativas a ángulos del lso triángulos esféricos y añadir otra más:
7) si la suma de dos lados de un triángulo esférico es o
180
,
, >
=
<
entonces la suma de los dos ángulos opuestos es o
180
,
, >
=
< .
Aplicaciones a la esfera terrestre.
Coordenadas esféricas.
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Lo primero que tenemos que hacer, es fijar la posición de los puntos de la
superficie terrestre, para ello es preciso un sistema de coordenadas, análogo al
ultilizado para representar un punto en el plano. Para ello aprovechamos el eje de
giro de la Tierra (la cual vamos a considerar como una esfera, auqnue sabemos
que está achatada en los polos y ensanchada en el ecuador), recordemos que el
radio ecuatorial es de 6.377 kms. y el radio polar 6.356 kms. y nos quedamos con
un radio medio de 6.373 kms.
El eje de giro corta a la superficie terrestre en dso puntos , llamados Polos
(PN ,polo norte y PS, polo sur) . El PN es el más cercano a Europa.
La circunferencia máxima cuyos polos son PN y PS se llama Ecuador. El
ecuador divide a la Tierra en dos semiesferas: Hemisferio Norte (la que contiene al
PN ) y Hemisferio Norte (la que contiene al PS ).
Se llaman paralelos a las circunferencia menores paralelas al ecuador.
Paralelo de A (punto situado sobre la superficie terrestre) es la circunferencia menor
,paralela al ecuador, que pasa por A.
Se llama meridiano a todo círculo máximo que pasa por los polos.
Meridiano de A es el círculo máximo que pasa por los polos y el punto A.
Se llama meridiano cero o primer meridiano al merdiano `que pasa por
Greenwich (ciudad británica).
Eje de giro- situación Forma defnitiva del triágulo polar C
B
A ′
′
′
El meridiano cero divide a la Tierra en dos semiesferes Hemisferio Este (es
el que tiene a su derecha un observador que se encuentre mirando hacia el polo
norte) y Hemisferio Oeste (la otra semiesfera).
Fijemos las coordenadas de un punto de la Tierra, en función de su situación
respecto al Ecuador y el meridiano cero.
Tomamos un a punto A situado sobre la superficie terrestre:
Definimos la latitud de A es la medida del arco de meridiano comprendido
entre el Ecuador y el punto. Puede medir de 0° a 90 ° y ser Norte o Sur, según la
posición del punto respecto al Ecuador.
La longitud de A es la medida del arco comprendido entre el meridiano de
Greenwich (meridiano cero) y el meridiano que pasa por el punto. Puede medir de
0°a 180°y ser Este u Oeste, según la posición del punto respecto al meridiano de
Greenwich.
 


	18. TRIGONOMETRÍA PLANA Y  ESFÉRICA
ISIDORO PONTE-E.S.M.C.-tema III 18
Para comparar dos puntos de la Tierra, o
para comparar desplazamientos, la latitud
cambia, se habla entonces de diferencia de
latitud l
∆ .
Dados dos puntos de latitudes 1
l y 2
l
tenemos que
2
1 l
l
l −
=
∆ si estan en el mismo hemisferio
2
1 l
l
l +
=
∆ si estan en distinto hemisferio
Todos los puntos de un mismo paralelo tiene la misma latitud.
Para comparar dos puntos de la Tierra, o para comparar desplazamientos, la
longitud cambia, se habla entonces de diferencia de longitud L
∆ .
Dados dos puntos de longitudes 1
L y 2
L tenemos que
2
1 L
L
L −
=
∆ si están en el mismo hemisferio
2
1 L
L
L +
=
∆ si están en distinto hemisferio y su suma es menor que o
180 ó
)
l
L
(
360
L 2
1 +
−
= o
∆ si están en distinto hemisferio y su suma es mayor que o
180
Por tanto, el ecuador y el
meridiano cero , hacen las veces de un par
de ejes coordenados sobre la superficie de la
Tierra en el que :
eje X -> ecuador
eje Y -> primer meridiano
X positivo -> longitud este
X negativo -> longitud Oeste
Y positivo -> latitud norte
Y negativo -> latitud sur
Rumbo (sobre coordenadas esféricas)
Cuando un barco o un avión recorre un arco de circunferencia máxima entre
dos puntos por el camino mas corto (ortodrómica), su rumbo es el ángulo que el
recorrido forma con el meridiano del barco o del avión.
Se mide el rumbo en grados a partir del Norte y el sentido del movimiento de
las agujas del reloj (del Norte al Este).
De A hacia B (figura H)
rumbo inicial (rumbo en A) ángulo
PNAB
rumbo final (rumbo en B) ángulo PNBC
De B hacia A (figura J)
rumbo inicial (rumbo en B) ángulo
PNBA
rumbo final (rumbo en A) ángulo PNAC
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Figura H Figura J
Unidades de medición
La unidad terrestre para medir longitudes es el metro.
La unidad náutica oara medir longitudes es la milla que es la longitud de un
arco de 1’ de la linea del ecuador.
metros
852
.
1
utos
min
60
x
360
metros
000
.
000
.
40
milla
1
de
Longitud =
= .
La principal ventaja de medir la distancia entre dos puntos de la Tierra en
millas, reside en que aquella dsitancia es el menor arco de circunferencia máxima
que las une, y es lado de un triángulo esférico, que una vez resuelto, su medida
dada en grados y minutos, da la distancia y por ser la mínima distancia se llama
distancia ortodrómica.
Apartamiento y distancia ortodrómica
Apartamiento es la longitud del arco de paralelo terrestre comprendido
entre dos meridianos, expresada en millas u otra medida itineraria. En este
caso , sean a y a′ dos puntos de un paralelo de latitud l . Trazmos los
meridianos de a y a′ , y llamamos a la longitud del arco L
A
A ∆
=
′
Tenemos
o
o
o
n
oa
360
2
a
a
a
a
n
oa
2
360 π
π
=
′
⇒





′
→

→

Por otro lado
o
n
OA
360
2
L
A
A
π
∆ =
=
′
Comparando
⇒
=
−
=
=
′
l
cos
)
l
90
(
sen
OA
oa
L
a
a o
∆
l
cos
L
a
a ∆
=
′ expresado en millas
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por tanto el apartamiento entre dos puntos del mismo paralelo se calcula
multiplicando la diferencia de longitudes por el coseno de la latitud.
FÓRMULAS DE LOS TRIÁNGULOS ESFÉRICOS (I).
Sistema Fundamental. Grupo I. Teorema cosenos-lados.
Relación entre los tres lados y un ángulo.
Consideramos el triángulo esférico
ABC situado sobre una superficie
esférica de centro O y radio R.
■) Supongamos que o
o
180
a
0 <
< y
que o
o
90
c
,
90
b <
< .
Trazamos el correspondiente triedro
OABC , trazamos las tangentes en A a
los lados b y c prolongándolas hasta el
punto de corte con las semirrectas OB y
OC (siempre hay punto de corte por ser
o
o
90
c
,
90
b <
< ),; obtenemos así M y
N . finalmente unimos M y N .
Vamos a considerar ahora los triángu-
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los planos OMN y AMN verifican,
aplicando el teorema de los cosenos para
triángulos planos
MAN
cos
AN
AM
2
AN
AM
MN 2
2
2
⋅
⋅
−
+
=
y
MON
cos
ON
OM
2
ON
OM
MN 2
2
2
⋅
⋅
−
+
=
teniendo en cuenta como está construidos
se verifica que a
MON = y A
MAN =
Por lo que queda
A
cos
AN
AM
2
AN
AM
MN 2
2
2
⋅
⋅
−
+
=
y
a
cos
ON
OM
2
ON
OM
MN 2
2
2
⋅
⋅
−
+
=
Tambien tenemos los triángulos planos
rectángulos (por ser rectas tangentes en A)
OAM y OAN , para los que se verifica
c
cos
c
sen
R
AM
R
AM
OA
AM
c
tg
AOM
tg =
⇒
=
=
=
b
cos
b
sen
R
AN
R
AN
OA
AN
b
tg
AON
tg =
⇒
=
=
=
cos
1
R
OM
OM
R
OM
OA
c
cos
AOM
cos =
⇒
=
=
=
b
cos
1
R
ON
ON
R
ON
OA
b
cos
AON
cos =
⇒
=
=
=
por tanto sustituyendo en las fórmulas anteriores obtenemos
A
cos
b
cos
b
sen
c
cos
c
sen
R
2
b
cos
b
sen
R
c
cos
c
sen
R
MN 2
2
2
2
2
2
2
2
⋅
−
+
= y
a
cos
b
cos
1
c
cos
1
R
2
b
cos
1
R
c
cos
1
R
MN 2
2
2
2
2
2
⋅
−
+
= , igualamos








⋅
−
+
=








⋅
−
+ a
cos
b
cos
1
c
cos
1
2
b
cos
1
c
cos
1
R
A
cos
b
cos
b
sen
c
cos
c
sen
2
b
cos
b
sen
c
cos
c
sen
R 2
2
2
2
2
2
2
2
a
cos
b
cos
1
c
cos
1
2
b
cos
1
c
cos
1
A
cos
b
cos
b
sen
c
cos
c
sen
2
b
cos
b
sen
c
cos
c
sen
2
2
2
2
2
2
⋅
−
+
=
⋅
−
+ ,
efectuamos y simplificamos
b
cos
b
sen
b
cos
1
c
cos
c
sen
c
cos
1
A
cos
b
cos
b
sen
c
cos
c
sen
2
a
cos
b
cos
1
c
cos
1
2 2
2
2
2
2
2
−
+
−
+
⋅
=
⋅
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2
A
cos
b
cos
b
sen
c
cos
c
sen
2
1
1
A
cos
b
cos
b
sen
c
cos
c
sen
2
a
cos
b
cos
1
c
cos
1
2 +
⋅
=
+
+
⋅
=
⋅
por tanto
1
A
cos
b
cos
b
sen
c
cos
c
sen
a
cos
b
cos
1
c
cos
1
+
⋅
=
⋅ , multiplicando todo por el denominador
obtenemos
A
cos
c
sen
b
sen
c
cos
b
cos
a
cos ⋅
⋅
+
⋅
=
vamos ahora a generalizar la fórmula
■) Supongamos que o
o
180
a
0 <
< y que o
o
90
c
,
90
b <
> .(uno de ellos
mayor de o
90 ).
Prolongamos los lados a y b hasta formar el
huso esférico correspondiente. Formamos un
nuevo triángulo '
C
'
B
'
A cuyos elementos son
a
180
a −
=
′ o o
o
90
b
180
b <
−
=
′ o
90
c
c <
=
′
A
180
A −
=
′ o
B
180
B −
=
′ o C
C =
′
El triángulo '
C
'
B
'
A tiene sus lados
o
o
90
c
,
90
b <
′
<
′ ., por lo que verifica la fórmula
vista antes
A
cos
c
sen
b
sen
c
cos
b
cos
a
cos ′
⋅
′
⋅
′
+
′
⋅
′
=
′
Por lo que
)
A
180
(
cos
c
sen
)
b
180
(
sen
c
cos
)
b
180
(
cos
)
a
180
cos( −
⋅
⋅
−
+
⋅
−
=
− o
o
o
o
y
obtenemos )
A
cos
(
c
sen
b
sen
c
cos
b
cos
a
cos −
⋅
⋅
+
⋅
−
=
− y por tanto
A
cos
c
sen
b
sen
c
cos
b
cos
a
cos ⋅
⋅
+
⋅
=
■) Supongamos que o
o
180
a
0 <
< y que o
o
90
c
,
90
b >
> .(los dos mayores
de o
90 ).
Proloongamos los lados b y c hasta formar el
huso esférico correspondiente. Formamos un
nuevo triángulo '
C
'
B
'
A cuyos elementos son
a
a =
′ o
o
90
b
180
b <
−
=
′ o
o
90
c
180
c <
−
=
′
A
A =
′ B
180
B −
=
′ o
C
180
C −
=
′ o
El triángulo '
C
'
B
'
A tiene sus lados
o
o
90
c
,
90
b <
′
<
′ ., por lo que verifica la fórmula
vista antes
A
cos
c
sen
b
sen
c
cos
b
cos
a
cos ′
⋅
′
⋅
′
+
′
⋅
′
=
′
Por lo que
A
cos
)
c
180
(
sen
)
b
180
(
sen
)
c
180
(
cos
)
b
180
(
cos
a
cos ⋅
−
⋅
−
+
−
⋅
−
= o
o
o
o
y
obtenemos A
cos
c
sen
b
sen
)
c
cos
(
)
b
cos
(
a
cos ⋅
⋅
+
−
⋅
−
= y por tanto
A
cos
c
sen
b
sen
c
cos
b
cos
a
cos ⋅
⋅
+
⋅
=
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■) Supongamos que o
o
180
a
0 <
< y que o
90
b = y o
90
c >
Tomamos M tal que o
90
AM = y que la
circunferencia máxima que pasa por C y M y es
perpendicular a AB .
Consideramos el triángulo CBM esférico cuyos
lados y ángulos son
a A
CM =
A es polo de CM
o
90
c −
o
90
BMC = B o
90
C −
Este nuevo triángulo está en las condiciones
anteriores por tanto
c
sen
A
cos
90
cos
)
90
c
(
sen
A
sen
)
90
c
(
cos
A
cos
a
cos ⋅
=
⋅
−
⋅
+
−
⋅
= o
o
o
,
que es la fórmula anterior para o
90
b = , pues
c
sen
A
cos
A
cos
c
sen
90
sen
c
cos
90
cos
A
cos
c
sen
b
sen
c
cos
b
cos
a
cos ⋅
=
⋅
⋅
+
⋅
=
⋅
⋅
+
⋅
= o
o
■) Supongamos que o
o
180
a
0 <
< y que o
90
b = y o
90
c = , última posibilidad
en este caso la fórmula es inmediata pues, al ser birrectángulo A
a=
A
cos
A
cos
90
sen
90
sen
90
cos
90
cos
A
cos
c
sen
b
sen
c
cos
b
cos
a
cos =
⋅
+
⋅
=
⋅
⋅
+
⋅
= o
o
o
o
por tanto la fórmula es válida en cualquier situación.
Si todos estos cálculos que hemos hecho sobre el vértice A, se efectúan
sobre los vértices B y C , se obtienen el siguiente grupo de fórmulas, que son
válidas para cualquier triángulo esférico denominadas
GRUPO I , GRUPO FUNDAMENTAL ó TEOREMA COSENOS-LADOS
C
cos
b
sen
a
sen
b
cos
a
cos
c
cos
B
cos
c
sen
a
sen
c
cos
a
cos
b
cos
A
cos
c
sen
b
sen
c
cos
b
cos
a
cos
⋅
⋅
+
⋅
=
⋅
⋅
+
⋅
=
⋅
⋅
+
⋅
=
Grupo II. Teorema de los senos. Relación entre los lados y
sus ángulos opuestos.
Cogemos llas dos primeras fórmulas del grupo fundamental y las sumamos y
las restamos
( ) ( )
( ) ( )
B
cos
a
sen
A
cos
b
sen
c
sen
c
cos
a
cos
b
cos
b
cos
a
cos
B
cos
a
sen
A
cos
b
sen
c
sen
c
cos
a
cos
b
cos
b
cos
a
cos
⋅
−
⋅
+
⋅
−
=
−
⋅
+
⋅
+
⋅
+
=
+
pasamos el primer sumando del segundo miembro al primero y sacamos factor
común
( )( ) ( )
( )( ) ( )
B
cos
a
sen
A
cos
b
sen
c
sen
c
cos
1
b
cos
a
cos
B
cos
a
sen
A
cos
b
sen
c
sen
c
cos
1
b
cos
a
cos
⋅
−
⋅
=
+
−
⋅
+
⋅
=
−
+
multiplicamos los primeros miembros y los segundos
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( )( ) ( )
B
cos
a
sen
A
cos
b
sen
c
sen
c
cos
1
b
cos
a
cos 2
2
2
2
2
2
2
2
⋅
−
⋅
=
−
−
simplificando obtenemos
( ) ( )
B
cos
a
sen
A
cos
b
sen
b
cos
a
cos 2
2
2
2
2
2
⋅
−
⋅
=
−
escribiendo todo en función de senos
B
sen
a
sen
a
sen
A
sen
b
sen
b
sen
b
sen
1
a
sen
1 2
2
2
2
2
2
2
2
⋅
+
−
⋅
−
=
+
−
−
seguimos simplificando y teniendo en cuenta que trabajos con ángulos de los dos
primeros cuadrantes , cuyos senos son siempre positivos, podemos extraer las
raíces positivas
B
sen
b
sen
A
sen
a
sen
B
sen
a
sen
A
sen
b
sen
B
sen
a
sen
A
sen
b
sen 2
2
2
2
=
⇒
⋅
=
⋅
⇒
⋅
=
⋅
aplicando un procedimiento análogo a la primera y tercera fórmula del grupo
anterior llegaríamos a
C
sen
c
sen
A
sen
a
sen
= , reuniendo obtendríamos
C
sen
c
sen
B
sen
b
sen
A
sen
a
sen
=
= estas 3
fórmulas que configuran el Grupo II. Teorema de los senos. Relación entre los
lados y sus ángulos opuestos.
Grupo III. Relación entre dos lados, el ángulo que
comprenden y el opuesto a uno de ellos.
Volvemos a coger la primera fórmula del primer grupo
A
cos
c
sen
b
sen
c
cos
b
cos
a
cos ⋅
⋅
+
⋅
=
vamos a a sustituir c
cos por su valor en el grupo I , y vamos a sustituir c
sen por
su valor en el grupo II
( ) A
cos
A
sen
C
sen
a
sen
b
sen
C
cos
b
sen
a
sen
b
cos
a
cos
b
cos
a
cos ⋅
⋅
⋅
+
⋅
⋅
+
⋅
⋅
=
operando
( ) A
ctg
C
sen
b
sen
a
sen
C
cos
b
cos
b
sen
a
sen
b
sen
a
cos
b
cos
1
a
cos 2
2
⋅
⋅
⋅
+
⋅
⋅
⋅
=
⋅
⋅
=
−
dividiendo por b
sen
a
sen ⋅ obtenemos
A
ctg
C
sen
C
cos
b
cos
b
sen
ctga ⋅
+
⋅
=
⋅
primera de las 6 fórmulas que configura el grupo III
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C
ctg
A
sen
A
cos
b
cos
b
sen
ctgc
C
ctg
B
sen
B
cos
a
cos
a
sen
ctgc
B
ctg
A
sen
A
cos
c
cos
c
sen
ctgb
B
ctg
C
sen
C
cos
a
cos
a
sen
ctgb
A
ctg
B
sen
B
cos
c
cos
c
sen
ctga
A
ctg
C
sen
C
cos
b
cos
b
sen
ctga
⋅
+
⋅
=
⋅
⋅
+
⋅
=
⋅
⋅
+
⋅
=
⋅
⋅
+
⋅
=
⋅
⋅
+
⋅
=
⋅
⋅
+
⋅
=
⋅
Grupo IV. Teorema cosenos-ángulos. Relación entre los tres
ángulos y un lado.
Aplicamos la primera fórmula del primer grupo pero al triángulo polar
C
B
A ′
′
′ de uno dado ABC , se obtiene
A
cos
c
sen
b
sen
c
cos
b
cos
a
cos ′
⋅
′
⋅
′
+
′
⋅
′
=
′
teniendo en cuenta que
a
180
A
,
C
180
c
,
B
180
b
,
A
180
a −
=
′
−
=
′
−
=
′
−
=
′ o
o
o
o
obtenemos:
)
a
180
(
cos
)
C
180
(
sen
)
B
180
(
sen
)
C
180
(
cos
)
B
180
(
cos
)
A
180
(
cos −
⋅
−
⋅
−
+
−
⋅
−
=
− o
o
o
o
o
o
)
a
cos
(
C
sen
B
sen
)
C
cos
(
)
B
cos
(
A
cos −
⋅
⋅
+
−
⋅
−
=
−
reorganizando obtenemos la primera fórmula del grupo
a
cos
C
sen
B
sen
C
cos
B
cos
A
cos ⋅
⋅
+
⋅
−
=
de manera análoga se completa el grupo
c
cos
B
sen
A
sen
B
cos
A
cos
C
cos
b
cos
C
sen
A
sen
C
cos
A
cos
B
cos
a
cos
C
sen
B
sen
C
cos
B
cos
A
cos
⋅
⋅
+
⋅
−
=
⋅
⋅
+
⋅
−
=
⋅
⋅
+
⋅
−
=
NOTAS:
- las 15 fórmulas que conforman los 4 grupos tienen 4 elementos de los 6 con que
cuenta un triángulo, vemos que todas las posibilidades de relacionar 4 elementos
de 6 posibles son 15
4
6
=








, por tanto, siempre que conozcamos 3 elementos los
otros 3 se podrán calcular , pues siempre tendremos una fórmula que ligue a 4 , los
3 conocidos y el que queremos calcular.
- el grupo fundamental puede ser cualquiera, y los otros tres deducirse a partir del
fundamental, como hemos hecho aquí.
- las fórmulas de trigonometría, siempre que no halla condiciones previas, si se
demuestra alguna general, se puede hacer una rotación de letras, para obtener
otras fórmulas, lo cual nos permite que memorizando una de ellas, obtener otras
fórmulas.
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TRIÁNGULOS ESFÉRICOS RECTÁNGULOS.
Fórmulas para los triángulos esféricos rectángulos.
Triángulo esférico rectángulo es aquel que tiene un ángulo recto; lo vamos a
situar en el vértice A, 0
A
ctg
,
0
A
cos
,
1
A
sen
90
A =
=
=
⇒
= o
(se podría
trabajar con cualquier otro vértice).
Vamos a coger las 15 fórmulas que verifican todos los triángulos esféricos y
vamos a trabajr con aquellas en las que aparecen razones trigonométricas del
ángulo A, obtendremos así fórmulas específicas para este tipo de triángulos.
⇒
⋅
⋅
+
⋅
= A
cos
c
sen
b
sen
c
cos
b
cos
a
cos c
cos
b
cos
a
cos ⋅
=
⇒
=
B
sen
b
sen
A
sen
a
sen
B
sen
a
sen
b
sen ⋅
=
⇒
=
C
sen
c
sen
A
sen
a
sen
C
sen
a
sen
c
sen ⋅
=
⇒
⋅
+
⋅
=
⋅ A
ctg
C
sen
C
cos
b
cos
b
sen
ctga C
cos
a
tg
b
tg ⋅
=
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⇒
⋅
+
⋅
=
⋅ A
ctg
B
sen
B
cos
c
cos
c
sen
ctga B
cos
a
tg
c
tg ⋅
=
c
sen
B
tg
b
tg ⋅
=
⇒
⋅
+
⋅
=
⋅ C
ctg
A
sen
A
cos
b
cos
b
sen
ctgc b
sen
C
tg
c
tg ⋅
=
⇒
⋅
⋅
+
⋅
−
= a
cos
C
sen
B
sen
C
cos
B
cos
A
cos C
ctg
B
ctg
a
cos ⋅
=
⇒
⋅
⋅
+
⋅
−
= b
cos
C
sen
A
sen
C
cos
A
cos
B
cos b
cos
C
sen
B
cos ⋅
=
c
cos
B
sen
C
cos ⋅
=
hemos usado 10 fórmulas, las otras 5 no aportan fórmulas nuevas.
Estas 10 formulas son todas las maneras que tenemos de relacionar 3
elementos de 5 posibles (si por un momento nos olvidamos en el triángulo del
ángulo recto, nos quedamos con 5 elementos), Por tanto si conocemos 2 elementos
(aparte del ángulo recto), podremos con estas fórmulas calcular los restantes
elementos del triángulo esférico.
Evidentemente si el triángulo fuese rectángulo en B , las fórmulas ya no
serían las mismas , por ejemplo , partiendo de la segunda del primer grupo
obtendríamos la fórmula c
cos
a
cos
b
cos ⋅
= , de la que si queremos despejar a
cos
obtendríamos
c
cos
b
cos
a
cos = , fórmula diferente de la obtenida para el rectángulo en
A ; como consecuencia obtendríamos 10 nuevas fórmulas para el rectángulo en B
y otras 10 para rectángulo en C .
Por otro lado estas fórmulas son muy dadas a equivocaciones; por lo que
sería ideal encontrar alguna manera de memorizarlas, para eso tenemos:
Pentágono de Neper. Reglas de Neper(retángulos).
Las fórmulas vistas antes se prestana equivocaciones si se confían a la
memoria, por ello, vamos a utilizar unas reglas nemotécnicas (de Neper o del
pentágono de Neper).
Teniendo en cuenta el triángulo esférico rectángulo en A, construimos un
pentágono (pentágono de Neper), designando a cada uno de los lados , los
elementos del triágulo esférico rectángulo( del que hemos suprimido el ángulo recto
A) , poniéndolos en el mismo orden, y sustituyendo los catetos por sus
complementos.
Vemos en la pgrimera
figura el triángulo
esférico rectángulo en
A , y en la segunda la
construcción del pentá-
gono asociado a dicho
triángulo esférico.
Evidentemente al cam-
biar de ángulo recto,
⇒
⋅
+
⋅
=
⋅ B
ctg
A
sen
A
cos
c
cos
c
sen
ctgb
⇒
⋅
⋅
+
⋅
−
= c
cos
B
sen
A
sen
B
cos
A
cos
C
cos
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cambia el pentágono.
Fijamos uno de los 5 lados y le llamamos parte media(p.m.), a los lados que
se encuentran colindantes les llamamos partes adyacente (p.a1 y p.a2) , los otros
dos lados son las partes opuestas (p.o1 y p.o2)
Tenemos ahora las dos reglas de Neper que dicen:
■) el coseno de la parte media es igual al producto de las contangentes de
las partes adyacentes
.)
a
.
p
(
ctg
.)
a
.
p
(
ctg
.)
m
.
p
(
cos 2
1 ⋅
=
■) el coseno de la parte media es igual al producto de los senos de las partes
opuestas
.)
o
.
p
(
sen
.)
o
.
p
(
sen
.)
m
.
p
(
cos 2
1 ⋅
=
Al poder considerar 5 partes medias, y para cada una de ellas tenemos 2
fórmulas, obtenemos 10 fórmulas que son, precisamente, las obtenidas al principio
del párrafo.
Si conocemos en el triángulo dos elementos y queremos calcular un tercero,
es muy fácil buscar en las reglas de Neper, cual es la fórmula que liga a esos 3
elementos, sin necesidad de escribir todas ellas.
Propiedades de los triángulos esféricos rectángulos.
I)El número de lados agudos de un triángulo esférico rectángulo es
impar.
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Cogemos la formula que liga a estos tres elementos
c
cos
b
cos
)
c
90
(
sen
)
b
90
(
sen
a
cos ⋅
=
−
⋅
−
= o
o
Casos:
i)





⇒
<
<
⇒
>
>
⇒
>
⇒
<
0
c
cos
y
0
b
cos
ó
0
c
cos
y
0
b
cos
0
a
cos
90
a o





>
>
<
<
o
o
o
o
90
c
y
90
b
ó
90
c
y
90
b
ii)





<
>
⇒
>
<
>
<
⇒
<
>
⇒
<
⇒
>
o
o
o
o
o
90
c
y
90
b
0
c
cos
y
0
b
cos
ó
90
c
y
90
b
0
c
cos
y
0
b
cos
0
a
cos
90
a
en cualquiera de las 4 posbiilidades nos encontramos con el enunciado de la
propiedad.
II)En todo triángulo esférico rectángulo cada cateto y su ángulo
opuesto están en el mismo cuadrante. Si es en el primero el lado es menor
que el ángulo, y si es en el segundo el lado es mayor que el ángulo.
Cogemos la formula que liga a estos tres elementos
C
sen
b
cos
C
sen
)
b
90
(
sen
B
cos ⋅
=
⋅
−
= o
Por tanto
b
cos
B
cos
C
sen = , como ⇒
<
< o
o
180
C
0





>
>
⇒
<
<
<
<
⇒
>
>
⇒
>
o
o
o
o
90
B
y
90
b
0
B
cos
y
0
b
cos
ó
90
B
y
90
b
0
B
cos
y
0
b
cos
0
C
sen
en cualquier caso B y b están en el mismo cuadrante. Además al ser



<
<
⇒
>
>
<
<
⇒
<
<
⇒
<
⇒
<
⇒
<
b
B
90
90
B
y
90
b
si
90
B
b
90
B
y
90
b
si
b
cos
B
cos
1
C
sen
180
C o
o
o
o
o
o
o
Análogamente, se probaría esta propiedad para el cateto c y el ángulo C ,.
obteniendo



<
<
⇒
>
>
<
<
⇒
<
<
c
C
90
90
C
y
90
c
si
90
C
c
90
C
y
90
c
si
o
o
o
o
o
o
III)En todo triángulo esférico rectángulo la hipotenusa está
comprendida entre cada cateto y el suplemento de dicho cateto.
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Cogemos la formula que liga a estos tres elementos
B
sen
a
sen
b
sen
B
sen
a
sen
)
b
90
(
cos ⋅
=
⇒
⋅
=
−
o
Por tanto a
sen
b
sen
1
a
sen
b
sen
B
sen <
⇒
<
=
Estudiemos ahora los 4 posibles casos que se pueden
presentar
si b
180
a
b
a
sen
senb
90
b
90
a
positivos
valores
cuadrante
1
en
creciente
sen
−
<
<







 →

<
⇒



<
< o
o
o
si
b
a
b
180
a
sen
)
b
180
(
sen
senb
90
b
90
a
positivos
valores
cuadrante
1
en
creciente
sen
<
<
−







 →

<
−
=
⇒



>
< o
o
o
o
si
b
180
a
b
a
sen
)
b
180
(
sen
senb
90
b
90
a
positivos
valores
cuadrante
2
en
e
decrecient
sen
−
<
<








 →

<
−
=
⇒



<
> o
o
o
o
si b
a
b
180
a
sen
senb
90
b
90
a
positivos
valores
cuadrante
2
en
e
decrecient
sen
<
<
−








 →

<
⇒



>
> o
o
o
IV)En todo triángulo esférico rectángulo la suma de los ángulos
oblícuos está comrpendida entre uno y tres rectos, y la diferencia es menor
que un recto.
para demostrar estos resultados aplicamos alguna de las propiedades
generales que verifican los triángulo esféricos generales, teniendo en cuenta que
tenemos un ángulo recto o
90
A =
sabemos que C
B
A
180 +
+
<
o
, C
B
90
90
A +
<
⇒
= o
o
sabemos que o
180
A
C
B +
<
+ , o
o
270
C
B
90
A <
+
⇒
=
sabemos que o
180
C
A
B +
<
+ , o
o
270
C
B
90
A <
−
⇒
=
y evidentemente C
B
0 −
<
o
.
Todas estas propiedades son para triángulos esféricos con angulo recto
o
90
A = , si el ángulo recto fuese B ó C tendríamos que tener en cuenta los
correspondientes cambios.
Resolución de triángulos esféricos rectángulos.
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Teniendo en cuenta que el triángulo esférico es rectángulo en o
90
A = ,
nos quedamos con 5 elementos: la hipotenusa a , los catetos c
,
b y los ángulos
oblícuos C
,
B . Para resolver un triángulo esférico rectángulo necesitamos
conocer dos elementos, a veces que cumplan determinadas condiciones y así
poder calcular los elementos restantes. Los casos que se pueden presentar son los
siguientes:
CASO 1: conocidos : hipotenusa y un cateto
CASO 2: conocidos : hipotenusa y un ángulo oblícuo.
CASO 3: conocidos : los dos catetos.
CASO 4: conocidos : los dos ángulos oblícuos.
CASO 5: conocidos : un cateto y el ángulo adyacente oblícuo.
CASO 6: conocidos : un cateto y el ángulo opuesto.
A veces, no conocemos los elementos “sueltos” de los triángulos: C
,
a , si no
“relaciones entre elementos” : C
a + , en ese caso habrá que encontrar nuevas
fórmulas que permitan resolver estos triángulos, estudiaremos en problemas como
hacerlo.
CASO 1: conocidos : hipotenusa y un cateto
datos : b
,
a
,
90
A o
= incógnitas: C
,
B
,
c
condiciones previas a verificar por los datos: la propiedad III)
usamos el pentágono de Neper y para calcular las incóngnitas relacionamos los
dos datos con cada uno de los tres elementos que queremos calcular, despejamos
éstos y vemos la posible unicidad de la solución. Finalmente con la fórmula que
relaciona a las tres incógnitas comprobamos que los resultados obtenidos son
correctos
⇒
⋅
=
⇒
−
⋅
−
= c
cos
b
cos
a
cos
)
c
90
(
sen
)
b
90
(
sen
a
cos o
o
Por tanto
b
cos
a
cos
c
cos =
⇒
⋅
=
⇒
⋅
=
− B
sen
a
sen
b
sen
B
sen
a
sen
)
b
90
(
cos o
Por tanto
a
sen
b
sen
B
sen =
⇒
⋅
=
⇒
−
⋅
= b
tg
a
ctg
C
cos
)
b
90
(
ctg
a
ctg
C
cos o
a
tg
b
tg
C
cos =
c y C al ser obtenidos por un coseno, éste nos garantiza solución única.
B también es único al tener que estar en el mismo cuadrante que b, valor
conocido.
finalmente, comprobamos las incógnitas que están bien con la fórmula que liga a los
tres elementos calculados ⇒
⋅
−
= B
sen
)
c
90
(
sen
C
cos o
B
sen
c
cos
C
cos ⋅
=
CASO 2: conocidos : hipotenusa y un ángulo oblícuo
datos : B
,
a
,
90
A o
= incógnitas: C
,
c
,
b
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condiciones previas a verificar por los datos: ninguna
usamos el pentágono de Neper y para calcular las incóngnitas relacionamos los
dos datos con cada uno de los tres elementos que queremos calcular, despejamos
éstos y vemos la posible unicidad de la solución. Finalmente con la fórmula que
relaciona a las tres incógnitas comprobamos que los resultados obtenidos son
correctos
⇒
⋅
=
− B
sen
a
sen
)
b
90
(
cos o
B
sen
a
sen
b
sen ⋅
=
⇒
⋅
=
⇒
−
⋅
= c
tg
a
ctg
B
cos
)
c
90
(
ctg
a
ctg
B
cos o
Por tanto B
cos
a
tg
c
tg ⋅
=
⇒
⋅
= B
ctg
C
ctg
a
cos
B
tg
a
cos
1
C
tg
⋅
=
c y C al ser obtenidos por una tangente, ésta nos garantiza solución única.
b también es único al tener que estar en el mismo cuadrante que B , valor
conocido.
finalmente, comprobamos las incógnitas que están bien con la fórmula que liga a los
tres elementos calculados ⇒
⋅
−
=
− C
ctg
)
c
90
(
ctg
)
b
90
(
cos o
o
C
tg
c
tg
b
sen =
CASO 3: conocidos : los dos catetos
datos : c
,
b
,
90
A o
= incógnitas: C
,
B
,
a
condiciones previas a verificar por los datos: ninguna
usamos el pentágono de Neper y para calcular las incóngnitas relacionamos los
dos datos con cada uno de los tres elementos que queremos calcular, despejamos
éstos y vemos la posible unicidad de la solución. Finalmente con la fórmula que
relaciona a las tres incógnitas comprobamos que los resultados obtenidos son
correctos
⇒
−
⋅
−
= )
c
90
(
sen
)
b
90
(
sen
a
cos o
o
c
cos
b
cos
a
cos ⋅
=
⇒
⋅
=
⇒
⋅
−
=
− B
ctg
b
tg
c
sen
B
ctg
)
b
90
(
ctg
)
c
90
(
cos o
o
Por tanto
c
sen
b
tg
B
tg =
C
ctg
c
tg
b
sen
C
ctg
)
c
90
(
ctg
)
b
90
(
cos ⋅
=
⇒
⋅
−
=
− o
o
Por tanto
b
sen
c
tg
C
tg =
B
,
a y C al ser obtenidos por cosenos y tangentes, esto nos garantiza solución
única.
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finalmente, comprobamos las incógnitas que están bien con la fórmula que liga a los
tres elementos calculados ⇒
⋅
= C
ctg
B
ctg
a
cos
C
tg
B
tg
1
a
cos
⋅
=
CASO 4: conocidos : los dos ángulo oblícuos
datos : C
,
B
,
90
A o
= incógnitas: c
,
b
,
a
condiciones previas a verificar por los datos: propiedad IV)
usamos el pentágono de Neper y para calcular las incóngnitas relacionamos los
dos datos con cada uno de los tres elementos que queremos calcular, despejamos
éstos y vemos la posible unicidad de la solución. Finalmente con la fórmula que
relaciona a las tres incógnitas comprobamos que los resultados obtenidos son
correctos
⇒
⋅
= C
ctg
B
ctg
a
cos
C
tg
B
tg
1
a
cos
⋅
=
⇒
⋅
=
⇒
−
⋅
= b
cos
C
sen
B
cos
)
b
90
(
sen
C
sen
B
cos o
Por tanto
C
sen
B
cos
b
cos =
⇒
⋅
=
⇒
−
⋅
= c
cos
B
sen
C
cos
)
c
90
(
sen
B
sen
C
cos o
Por tanto
B
sen
C
cos
c
cos = , a , b y c al ser obtenidos por cosenos, éstos nos
garantizan solución única.
finalmente, comprobamos las incógnitas que están bien con la fórmula que liga a los
tres elementos calculados
⇒
−
⋅
−
= )
c
90
(
sen
)
b
90
(
sen
a
cos o
o
c
cos
b
cos
a
cos ⋅
=
CASO 5: conocidos : un cateto y el ángulo adyacente oblícuo
datos : C
,
b
,
90
A o
= incógnitas: B
,
c
,
a
condiciones previas a verificar por los datos: ninguna
usamos el pentágono de Neper y para calcular las incóngnitas relacionamos los
dos datos con cada uno de los tres elementos que queremos calcular, despejamos
éstos y vemos la posible unicidad de la solución. Finalmente con la fórmula que
relaciona a las tres incógnitas comprobamos que los resultados obtenidos son
correctos
⇒
⋅
=
⇒
−
⋅
= b
tg
a
ctg
C
cos
)
b
90
(
ctg
a
ctg
C
cos o
Por tanto
C
cos
b
tg
a
tg =
⇒
⋅
=
⇒
−
⋅
=
− c
tg
C
ctg
b
sen
)
c
90
(
ctg
C
ctg
)
b
90
(
cos o
o
Por tanto b
sen
C
tg
c
tg ⋅
=
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⇒
−
⋅
= )
b
90
(
sen
C
sen
B
cos o
b
cos
C
sen
B
cos ⋅
=
c y a al ser obtenidos por una tangente, ésta nos garantiza solución única.
B también es único al tener que estar en el mismo cuadrante que b, valor
conocido.
finalmente, comprobamos las incógnitas que están bien con la fórmula que liga a los
tres elementos calculados ⇒
⋅
−
= a
ctg
)
c
90
(
ctg
B
cos o
a
tg
c
tg
B
cos =
CASO 6: conocidos : un cateto y el ángulo opuesto
datos : B
,
b
,
90
A o
= incógnitas: C
,
c
,
a
condiciones previas a verificar por los datos: propiedad II)
usamos el pentágono de Neper y para calcular las incóngnitas relacionamos los
dos datos con cada uno de los tres elementos que queremos calcular, despejamos
éstos y vemos la posible unicidad de la solución. Finalmente con la fórmula que
relaciona a las tres incógnitas comprobamos que los resultados obtenidos son
correctos
⇒
⋅
=
− B
sen
a
sen
)
b
90
(
cos o
B
sen
a
sen
b
sen ⋅
=
Por tanto
B
sen
b
sen
a
sen =
⇒
⋅
−
=
− B
ctg
)
b
90
(
ctg
)
c
90
(
cos o
o
B
tg
b
tg
c
sen =
⇒
⋅
=
⇒
⋅
−
= C
sen
b
cos
B
cos
C
sen
)
b
90
(
sen
B
cos o
b
cos
B
cos
C
sen =
este es el único caso, en el que, al obtener las incógnitas a través de senos, admite
hasta dos soluciones en cada caso, una en el primero y otra en el segundo
cuadrante pues )
90
(
sen
sen α
α −
= o
; por tanto se nos pueden presentar hasta
dos posibles soluciones al problema.
denominanos a las diferentes soluciones : o
o
o
90
a
180
a
,
90
a
a 2
1 >
−
=
<
= ,
o
o
o
90
c
180
c
,
90
c
c 2
1 >
−
=
<
= y o
o
o
90
C
180
C
,
90
C
C 2
1 >
−
=
<
=
POSIBILIDAD 1: o
o
90
B
,
90
b <
<
SOLUCION 1 1
1
1 C
,
c
,
a pues 1
c y 1
C tienen que estar en cuadrante
para que se verifique las propiedad II); y 1
a y 1
c tienen que ser agudos, para
que se verifique la propiedad I)
SOLUCION 2 2
2
2 C
,
c
,
a pues 2
c y 2
C tienen que estar en cuadrante
para que se verifique las propiedad II); y 2
a y 2
c tienen que ser obtusos, para
que se verifique la propiedad I)
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POSIBILIDAD 2: o
o
90
B
,
90
b >
>
SOLUCION 1 1
1
2 C
,
c
,
a pues 1
c y 1
C tienen que estar en cuadrante
para que se verifique las propiedad II); y 2
a y 1
c tienen que ser uno agudo y el
otro obtuso, para que se verifique la propiedad I)
SOLUCION 2 2
2
1 C
,
c
,
a pues 2
c y 2
C tienen que estar en cuadrante
para que se verifique las propiedad II); y 1
a y 2
c tienen que ser obtuso tienen
que ser uno agudo y el otro obtuso, para que se verifique la propiedad I).
estas son soluciones son válidas siempre que luego se comprueben las fómulas
que liguen a los elementos calculados en cada caso, ésta sería:
C
sen
a
sen
)
c
90
(
cos ⋅
=
−
o
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TRIÁNGULOS ESFÉRICOS RECTILÁTEROS Y EQUILÁTEROS.
Fórmulas para los triángulos esféricos rectiláteros.
Triángulo esférico rectilátero es aquel que tiene un lado recto; vamos el lado
a , 0
a
ctg
,
0
a
cos
,
1
a
sen
90
a =
=
=
⇒
= o
(se podría trabajar con cualquier
otro lado).
Lo primero que tenemos que tener en cuenta es que: cualquier triángulo
rectilátero se puede resolver sin necesidad de nuevas fórmulas sin mas que usar el
triángulo polar del dado que será rectángulo, el cual resolveremos y mediante
polarización tendremos las soluciones del triángulo rectilátero dado. Veamos un
ejemplo teórico
Dado el triángulo rectilátero ABC en o
90
b = . del que conocemos a y C ,
calcula los restantes elementos B
,
A
,
c
primero pasamos al triángulo polar del dado C
B
A ′
′
′ del que conocemos
o
o
90
b
180
B =
−
= , por tanto es rectángulo, sabemos que a
180
A −
=
′ o
y
C
180
c −
=
′ o
, se trata de un triángulo rectángulo del caso 5 , por lo tanto aplicando
las fórmulas correspondientes calculamos b
,
a
,
C ′
′
′ y por tanto ahora ya
conoceremos b
180
B
,
a
180
A
,
C
180
c ′
−
=
′
−
=
′
−
= o
o
o
.
De todas maneras algunos pasos los haremos de forma análog al párrafo
anterior y vamos a coger las 15 fórmulas que verifican todos los triángulos esféricos
y vamos a trabajar con aquellas en las que aparecen razones trigonométricas del
lado a , obtendremos así fórmulas específicas para este tipo de triángulos.
⇒
⋅
⋅
+
⋅
= A
cos
c
sen
b
sen
c
cos
b
cos
a
cos c
ctg
b
ctg
A
cos ⋅
−
=
⇒
⋅
⋅
+
⋅
= B
cos
c
sen
a
sen
c
cos
a
cos
b
cos B
cos
c
sen
b
cos ⋅
=
⇒
⋅
⋅
+
⋅
= C
cos
b
sen
a
sen
b
cos
a
cos
c
cos C
cos
b
sen
c
cos ⋅
=
⇒
=
B
sen
b
sen
A
sen
a
sen
b
sen
A
sen
B
sen ⋅
=
⇒
=
C
sen
c
sen
A
sen
a
sen
c
sen
A
sen
C
sen ⋅
=
⇒
⋅
+
⋅
=
⋅ A
ctg
C
sen
C
cos
b
cos
b
sen
ctga b
cos
A
tg
C
tg ⋅
−
=
⇒
⋅
+
⋅
=
⋅ A
ctg
B
sen
B
cos
c
cos
c
sen
ctga c
cos
A
tg
B
tg ⋅
−
=
C
sen
b
tg
B
tg ⋅
=
⇒
⋅
+
⋅
=
⋅ C
ctg
B
sen
B
cos
a
cos
a
sen
ctgc B
sen
c
tg
C
tg ⋅
=
⇒
⋅
⋅
+
⋅
−
= a
cos
C
sen
B
sen
C
cos
B
cos
A
cos C
cos
B
cos
A
cos ⋅
−
=
hemos usado 10 fórmulas, las otras 5 no aportan fórmulas nuevas.
Estas 10 formulas son todas las maneras que tenemos de relacionar 3
elementos de 5 posibles (si por un momento nos olvidamos en el triángulo del lado
recto, nos quedamos con 5 elementos), Por tanto si conocemos 2 elementos (aparte
⇒
⋅
+
⋅
=
⋅ B
ctg
C
sen
C
cos
a
cos
a
sen
ctgb
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del lado recto), podremos con estas fórmulas calcular los restantes elementos del
triángulo esférico.
Evidentemente si el triángulo fuese rectilátero en b, las fórmulas ya no serían las
mismas , por ejemplo , partiendo de la segunda del primer grupo obtendríamos la
fórmula C
cos
A
cos
B
cos ⋅
−
= , de la que si queremos despejar a
cos obtendríamos
C
cos
B
cos
A
cos −
= , fórmula diferente de la obtenida para el rectilátero en a ; como
consecuencia obtendríamos 10 nuevas fórmulas para el rectilátero en b y otras 10
para rectilátero en c .
Por otro lado estas fórmulas son muy dadas a equivocaciones; por lo que
sería ideal encontrar alguna manera de memorizarlas, para eso tenemos:
Pentágono de Neper. Reglas de Neper(rectiláteros).
Las fórmulas vistas antes se prestana equivocaciones si se confían a la
memoria, por ello, vamos a utilizar unas reglas nemotécnicas (de Neper o del
pentágono de Neper).
Teniendo en cuenta el triángulo esférico rectilátero en a , construimos un
nuevo pentágono (pentágono de Neper), designando a cada uno de los lados , los
elementos del triágulo esférico rectilátero( del que hemos suprimido el lado recto a )
, poniéndolos en el mismo orden, y haciendo algunas sustituciones
Vemos en la primera
figura el triángulo
esférico rectilátero en a
, y en la segunda la
construcción del pentá-
gono asociado a dicho
triángulo esférico.
.
Evidentemente al cambiar de lado recto, cambia el pentágono
Fijamos uno de los 5 lados y le llamamos parte media(p.m.), a los lados que se
encuentran colindantes les llamamos partes adyacente (p.a1 y p.a2) , los otros dos
lados son las partes opuestas (p.o1 y p.o2)
Tenemos ahora las dos reglas de Neper (son las mismas que para los
triángulos rectángulos) que dicen:
■) el coseno de la parte media es igual al producto de las contangentes de
las partes adyacentes
.)
a
.
p
(
ctg
.)
a
.
p
(
ctg
.)
m
.
p
(
cos 2
1 ⋅
=
■) el coseno de la parte media es igual al producto de los senos de las partes
opuestas
.)
o
.
p
(
sen
.)
o
.
p
(
sen
.)
m
.
p
(
cos 2
1 ⋅
=
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Al poder considerar 5 partes medias, y para cada una de ellas tenemos 2
fórmulas, obtenemos 10 fórmulas que son, precisamente, las obtenidas al principio
del párrafo.
Si conocemos en el triángulo dos elementos y queremos calcular un tercero,
es muy fácil buscar en las reglas de Neper, cual es la fórmula que liga a esos 3
elementos, sin necesidad de escribir todas ellas.
Propiedades de los triángulos esféricos rectiláteros.
I)El número de ángulos obtusos de un triángulo esférico rectilátero es
impar.
Cogemos la formula que liga a estos tres elementos
⇒
−
⋅
−
=
− )
C
90
(
sen
)
B
90
(
sen
)
A
180
(
cos o
o
o
C
cos
B
cos
A
cos ⋅
−
=
Casos: i)





⇒
<
<
⇒
>
>
⇒
<
⇒
>
0
C
cos
y
0
B
cos
ó
0
C
cos
y
0
B
cos
0
A
cos
90
A o





>
>
<
<
o
o
o
o
90
C
y
90
B
ó
90
C
y
90
B
ii)





<
>
⇒
>
<
>
<
⇒
<
>
⇒
>
⇒
<
o
o
o
o
o
90
C
y
90
B
0
C
cos
y
0
B
cos
ó
90
C
y
90
B
0
C
cos
y
0
B
cos
0
A
cos
90
A
en cualquiera de las 4 posbilidades nos encontramos con el enunciado de la
propiedad.
II)En todo triángulo esférico rectilátero cada cateto y su ángulo
opuesto están en el mismo cuadrante. Si es en el primero el lado es mayor
que el ángulo, y si es en el segundo el lado es menor que el ángulo.
Cogemos la formula que liga a estos tres elementos
b
ctg
B
tg
c
sen
b
ctg
)
B
90
(
ctg
)
c
90
(
cos ⋅
=
⇒
⋅
−
=
− o
o
Por tanto
b
tg
B
tg
c
sen = , como ⇒
<
< o
o
180
c
0





>
>
⇒
<
<
<
<
⇒
>
>
⇒
>
o
o
o
o
90
B
y
90
b
0
B
cos
y
0
b
cos
ó
90
B
y
90
b
0
B
cos
y
0
b
cos
0
c
sen
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en cualquier caso B y b están en el mismo cuadrante. Además al ser



<
<
⇒
>
>
<
<
⇒
<
<
⇒
<
⇒
<
⇒
<
B
b
90
90
B
y
90
b
si
90
b
B
90
B
y
90
b
si
b
tg
B
tg
1
c
sen
180
c o
o
o
o
o
o
o
Análogamente, se probaría esta propiedad para el cateto c y el ángulo C ,.
obteniendo



<
<
⇒
>
>
<
<
⇒
<
<
C
c
90
90
C
y
90
c
si
90
c
C
90
C
y
90
c
si
o
o
o
o
o
o
Aunque podemos demostrar estas propiedades directamente como hemos hecho
las dos primeras, ahora para las dos últimas usaremos el triángulo polar, del dado
que sabemos que es rectángulo
III)En todo triángulo esférico rectilátero el ángulo opuesto al lado
recto está comprendido entre cada ángulo y el suplemento de dicho ángulo.
Tomamos el triángulo rectilátero ABC en o
90
a = , tenemos el triángulo polar
del dado C
B
A ′
′
′ que sabemos o
90
A =
′ y por tanto verifica la propiedad III) de los
triángulos, por tanto
b
180
a
b
b
180
a
b
′
−
>
′
>
′
′
−
<
′
<
′
⇔
)
B
180
(
180
A
180
B
180
)
B
180
(
180
A
180
B
180
−
−
>
−
>
−
−
−
<
−
<
−
o
o
o
o
o
o
⇔
B
A
180
B
180
B
A
180
B
180
>
−
>
−
<
−
<
−
o
o
o
o
⇔ o
o
180
B
A
B
180
B
A
B
−
>
−
>
−
−
<
−
<
−
⇔
B
180
A
B
B
180
A
B
−
<
<
−
>
>
o
o
IV)En todo triángulo esférico rectilátero la suma de los lados b y c
está comrpendida entre uno y tres rectos, y la diferencia es menor que un
recto.
En el triángulo polar, que es rectángulo en o
90
A =
′ sabemos que
o
o
o
270
C
B
90
90
C
B
0
<
′
+
′
<
<
′
−
′
<
⇔
o
o
o
o
o
o
o
270
)
c
180
(
)
b
180
(
90
90
)
c
180
(
)
b
180
(
0
<
−
+
−
<
<
−
−
−
<
⇔
o
o
o
o
270
)
c
b
(
360
90
90
b
c
0
<
+
−
<
<
−
<
⇔ o
o
o
90
)
c
b
(
270
90
b
c
0
−
<
+
−
<
−
<
−
<
⇔ o
o
o
90
c
b
270
90
b
c
0
>
+
>
<
−
<
Todas estas propiedades son para triángulos esféricos con lado recto
o
90
a = , si el lado recto fuese b ó c tendríamos que tener en cuenta los
correspondientes cambios.
Resolución de triángulos esféricos rectiláteros.
Su resolución se hace pasando al polar y luego a los resultados hallarle el
suplemento, o bien, haciendo un estudio similar al que se hizo para los triángulos
esféricos rectángulos.
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Triángulos esféricos isósceles.
Son triángulos que tienen dos lados
iguales y por tanto dos ángulos iguales, su
resolución se basa en usar el perpendiculo
(arco de circunferencia máxima, que es
perpendicular al plano que contiene al lado y
pasa por el vértice opuesto),sería el
concepto correspondiente al de la altura en
un triángulo plano.
Para la resolución de este tipo de triángulos, lo que hacemos es
descomponerlo en dos triángulos esféricos rectángulos iguales y la resolución de
uno de ellos, permite resolver el triángulo esférico isósceles dado.
Sea el triángulo isosceles cuyos elementos son C
B
,
A
,
c
b
,
a =
=
Triángulo inicial que es
isósceles
uso del perpéndiculo para
ayuda en la resolución
Obtención de un triángulo
rectángulo
Triángulos esféricos equiláteros.
Son triángulos que tienen los tres lados iguales y por tanto los tres ángulos
iguales, es decir, C
B
A
,
c
b
a =
=
=
= , su estudio es inmediato pues de
cualquiera de las fórmulas del primer grupo obtenemos
A
cos
a
sen
a
cos
a
cos 2
2
⋅
+
= ⇒
a
sen
a
cos
a
cos
A
cos 2
2
−
=
cualquiera de las fórmulas del cuarto grupo nos permite obtener
a
cos
A
sen
A
cos
A
cos 2
2
⋅
+
−
= ⇒
A
sen
A
cos
A
cos
a
cos 2
2
+
=
las condiciones de variación de los ladso y ángulos de un triángulo esférico
equilátero son
o
o
o
o
540
A
3
C
B
A
180
360
a
3
c
b
a
0
<
=
+
+
<
<
=
+
+
<
⇔
o
o
o
o
180
A
60
120
a
0
<
<
<
<
para finalizar es interesante resolver los triángulos esféricos equilatéros cuando se
conoce A
a + ó A
a − , en cualquier caso se puede usar la fórmula:
1
2
a
A
sen
2
a
A
sen ±
=
−
+
+
, para resolver el triángulo (esta fórmula sale de otras
que estudiaremos más adelante)
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FÓRMULAS DE LOS TRIÁNGULOS ESFÉRICOS (II).
Fórmulas para el ángulo mitad.
Vamos a ver ahora fórmulas que se verifican en cualquier triángulo, pero en las que
aparecen, no sólo elementos sueltos del triángulo esférico, si no que aparecerán
elementos relacionados.
Fórmulas de senos.
Recordemos unas fórmulas de la trigonométría
A
cos
2
A
sen
2
A
cos
1
2
A
sen
2
A
cos
2
2
2
2
=
−
=
+
, restando las dos fórmulas A
cos
1
2
A
sen
2 2
−
= , haciendo
operaciones obtenemos
2
A
sen
2
1
A
cos 2
−
=
Partimos de la formula del primer grupo y susitituimos éste resultado
=






−
⋅
⋅
+
⋅
=
⋅
⋅
+
⋅
=
2
A
sen
2
1
c
sen
b
sen
c
cos
b
cos
A
cos
c
sen
b
sen
c
cos
b
cos
a
cos 2
⇒
⋅
⋅
−
−
=
⋅
⋅
−
⋅
+
⋅
=
2
A
sen
c
sen
b
sen
2
)
c
b
cos(
2
A
sen
c
sen
b
sen
2
c
sen
b
sen
c
cos
b
cos 2
2
a
cos
)
c
b
cos(
2
A
sen
c
sen
b
sen
2 2
−
−
=
⋅
⋅
⇒
ahora tenemos en cuenta lo siguiente
Llamamos c
b
a
p
2 +
+
= , obtenemos
2
c
b
a
a
2
c
b
a
a
p
−
+
−
=
−
+
+
=
−
2
c
b
a
a
2
c
b
a
b
p
+
−
=
−
+
+
=
−
2
c
b
a
a
2
c
b
a
c
p
−
+
=
−
+
+
=
−
Por otro lado tenemos otra fórmula que
nos dice que
2
sen
2
sen
2
cos
cos
β
α
β
α
β
α
−
+
−
=
−
sustiuyendo
=
+
+
−
+
−
=
−
−
+
−
−
=
⋅
⋅
⇒
2
a
c
b
sen
2
a
c
b
sen
2
2
a
c
b
sen
2
a
c
b
sen
2
2
A
sen
c
sen
b
sen
2 2
)
b
p
(
sen
)
c
p
(
sen
2 −
⋅
−
= ⇒
c
sen
b
sen
)
c
p
(
sen
)
b
p
(
sen
2
A
sen2
⋅
−
⋅
−
= análogamente obtendriamos
c
sen
a
sen
)
c
p
(
sen
)
a
p
(
sen
2
B
sen2
⋅
−
⋅
−
= FÓRMULAS PARA EL ÁNGULO MITAD (SENO)
b
sen
a
sen
)
b
p
(
sen
)
a
p
(
sen
2
C
sen2
⋅
−
⋅
−
=
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Fórmulas de cosenos.
Recordemos unas fórmulas de la trigonométría
A
cos
2
A
sen
2
A
cos
1
2
A
sen
2
A
cos
2
2
2
2
=
−
=
+
, sumando las dos fórmulas A
cos
1
2
A
cos
2 2
+
= , haciendo
operaciones obtenemos 1
2
A
cos
2
A
cos 2
−
=
Partimos de la formula del primer grupo y susitituimos éste resultado
=






−
⋅
⋅
+
⋅
=
⋅
⋅
+
⋅
= 1
2
A
cos
2
c
sen
b
sen
c
cos
b
cos
A
cos
c
sen
b
sen
c
cos
b
cos
a
cos 2
⇒
⋅
⋅
+
+
=
⋅
⋅
+
⋅
−
⋅
=
2
A
cos
c
sen
b
sen
2
)
c
b
cos(
2
A
cos
c
sen
b
sen
2
c
sen
b
sen
c
cos
b
cos 2
2
)
c
b
cos(
a
cos
2
A
cos
c
sen
b
sen
2 2
+
−
=
⋅
⋅
⇒
ahora tenemos en cuenta lo siguiente
Llamamos c
b
a
p
2 +
+
= , obtenemos
2
c
b
a
a
2
c
b
a
a
p
−
+
−
=
−
+
+
=
−
2
c
b
a
b
2
c
b
a
b
p
+
−
=
−
+
+
=
−
2
c
b
a
c
2
c
b
a
c
p
−
+
=
−
+
+
=
−
Por otro lado tenemos otra fórmula que
nos dice que
2
sen
2
sen
2
cos
cos
β
α
β
α
β
α
−
+
−
=
−
sustiuyendo
=
+
+
−
+
+
=
−
−
+
+
−
=
⋅
⋅
⇒
2
c
b
a
sen
2
c
b
a
sen
2
2
c
b
a
sen
2
c
b
a
sen
2
2
A
cos
c
sen
b
sen
2 2
)
a
p
(
sen
p
sen
2 −
⋅
= ⇒
c
sen
b
sen
)
a
p
(
sen
p
sen
2
A
cos2
⋅
−
⋅
= análogamente obtendriamos
c
sen
a
sen
)
b
p
(
sen
p
sen
2
B
cos2
⋅
−
⋅
= FÓRMULAS PARA EL ÁNGULO MITAD (COSENO)
b
sen
a
sen
)
c
p
(
sen
p
sen
2
C
cos2
⋅
−
⋅
=
Fórmulas de tangentes.
se obtienen diviendiendo las fórmulas del seno entre las del coseno
)
a
p
(
sen
p
sen
)
c
p
(
sen
)
b
p
(
sen
2
A
tg2
−
⋅
−
⋅
−
=
)
b
p
(
sen
p
sen
)
c
p
(
sen
)
a
p
(
sen
2
B
tg2
−
⋅
−
⋅
−
=
)
c
p
(
sen
p
sen
)
b
p
(
sen
)
a
p
(
sen
2
C
tg2
−
⋅
−
⋅
−
=
FÓRMULAS PARA EL ÁNGULO MITAD (TANGENTE)
Estas 9 formulas son fáciles de recordar, sin más que fijarse un poco en ellas.
 


	43. TRIGONOMETRÍA PLANA Y  ESFÉRICA
ISIDORO PONTE-E.S.M.C.-tema III 43
Fórmulas para el lado mitad.
Vamos a ver ahora fórmulas que se verifican en cualquier triángulo, pero en las que
aparecen, no sólo elementos sueltos del triángulo esférico, si no que aparecerán
elementos relacionados.
Fórmulas de senos.
Recordemos unas fórmulas de la trigonométría
a
cos
2
a
sen
2
a
cos
1
2
a
sen
2
a
cos
2
2
2
2
=
−
=
+
, restando las dos fórmulas a
cos
1
2
a
sen
2 2
−
= , haciendo
operaciones obtenemos
2
a
sen
2
1
a
cos 2
−
=
Partimos de la formula del cuarto grupo y sustituimos éste resultado
=






−
⋅
⋅
+
⋅
−
=
⋅
⋅
+
⋅
−
=
2
a
sen
2
1
C
sen
B
sen
C
cos
B
cos
a
cos
C
sen
B
sen
C
cos
B
cos
A
cos 2
⇒
⋅
⋅
−
⋅
+
⋅
−
=
2
a
sen
C
sen
B
sen
2
C
sen
B
sen
C
cos
B
cos 2
A
cos
)
C
B
cos(
2
A
sen
C
sen
B
sen
2 2
+
+
=
⋅
⋅
−
⇒
ahora tenemos en cuenta lo siguiente
Llamamos C
B
A
S
2 +
+
= , obtenemos
2
C
B
A
A
2
C
B
A
A
S
−
+
−
=
−
+
+
=
−
2
C
B
A
B
2
C
B
A
B
S
+
−
=
−
+
+
=
−
2
C
B
A
C
2
C
B
A
C
S
−
+
=
−
+
+
=
−
Por otro lado tenemos otra fórmula que
nos dice que
2
cos
2
cos
2
cos
cos
β
α
β
α
β
α
−
+
=
+
sustiuyendo
=
−
⋅
=
−
+
+
+
=
⋅
⋅
−
⇒ )
A
S
(
sen
S
cos
2
2
A
C
B
cos
2
A
C
B
cos
2
2
a
sen
C
sen
B
sen
2 2
C
sen
B
sen
)
A
S
cos(
S
cos
2
a
sen2
⋅
−
⋅
−
= análogamente obtendriamos
C
sen
A
sen
)
B
S
cos(
S
cos
2
b
sen2
⋅
−
⋅
−
= FÓRMULAS PARA EL LADO MITAD (SENO)
B
sen
A
sen
)
C
S
cos(
S
cos
2
c
sen2
⋅
−
⋅
−
=
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Fórmulas de cosenos.
Recordemos unas fórmulas de la trigonométría
a
cos
2
a
sen
2
a
cos
1
2
a
sen
2
a
cos
2
2
2
2
=
−
=
+
, sumando las dos fórmulas a
cos
1
2
a
cos
2 2
+
= , haciendo
operaciones obtenemos 1
2
a
cos
2
a
cos 2
−
=
Partimos de la formula del cuarto grupo y susitituimos éste resultado
=






−
⋅
⋅
+
⋅
−
=
⋅
⋅
+
⋅
−
= 1
2
a
cos
2
C
sen
B
sen
C
cos
B
cos
a
cos
C
sen
B
sen
C
cos
B
cos
A
cos 2
⇒
⋅
⋅
+
−
−
=
⋅
⋅
+
⋅
−
⋅
−
=
2
a
cos
C
sen
B
sen
2
)
C
B
cos(
2
a
cos
C
sen
B
sen
2
C
sen
B
sen
C
cos
B
cos 2
2
)
C
B
cos(
A
cos
2
a
cos
C
sen
B
sen
2 2
−
+
=
⋅
⋅
⇒
ahora tenemos en cuenta lo siguiente
Llamamos C
B
A
S
2 +
+
= , obtenemos
2
C
B
A
A
2
C
B
A
A
S
−
+
−
=
−
+
+
=
−
2
C
B
A
B
2
C
B
A
B
S
+
−
=
−
+
+
=
−
2
C
B
A
C
2
C
B
A
C
S
−
+
=
−
+
+
=
−
Por otro lado tenemos otra fórmula que
nos dice que
2
cos
2
cos
2
cos
cos
β
α
β
α
β
α
−
+
=
+
sustituyendo
)
B
S
cos(
)
C
S
cos(
2
2
C
B
A
cos
2
C
B
A
cos
2
2
a
cos
C
sen
B
sen
2 2
−
⋅
−
=
+
−
−
+
=
⋅
⋅
⇒
C
sen
B
sen
)
C
S
cos(
)
B
S
cos(
2
a
cos2
⋅
−
⋅
−
= análogamente obtendriamos
C
sen
A
sen
)
C
S
cos(
)
A
S
cos(
2
b
cos2
⋅
−
⋅
−
=
B
sen
A
sen
)
B
S
cos(
)
A
S
cos(
2
c
cos2
⋅
−
⋅
−
=
FÓRMULAS PARA EL LADO MITAD (COSENO)
Fórmulas de tangentes.
se obtienen diviendiendo las fórmulas del seno entre las del coseno
)
C
S
(
cos
)
B
S
cos(
)
A
S
cos(
S
cos
2
a
tg2
−
⋅
−
−
⋅
−
=
)
C
S
(
cos
)
A
S
cos(
)
B
S
cos(
S
cos
2
b
tg2
−
⋅
−
−
⋅
−
=
)
B
S
(
cos
)
A
S
cos(
)
C
S
cos(
S
cos
2
c
tg2
−
⋅
−
−
⋅
−
=
FÓRMULAS PARA EL LADO MITAD (TANGENTE)
Estas 9 formulas son fáciles de recordar, sin más que fijarse un poco en ellas.
NOTA: algunas de estas formulas se pueden conseguir por rotación de letras y de
cada grupo recordando una de ellas, se obtienen las demás.
Analogías de Delambre.
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Estas fórmulas van a ser las primeras que relacionan a los 6 elementos de
cualquier triángulo esférico, se usan frecuentemente para comprobar que los datos
obtenidos en la resolución de un triángulo están bien calculados.
sabemos que
2
C
sen
2
B
cos
2
C
cos
2
B
sen
2
C
2
B
sen
2
C
B
sen ⋅
+
⋅
=






+
=
+
usamos las fórmulas para el seno y coseno del ángulo mitad obtenidas en el
párrafo anterior, extrayendo la raíz cuadrada positiva pues todos los ángulos son del
primer cuadrante al estar divididos por 2.
c
sen
a
sen
)
c
p
(
sen
)
a
p
(
sen
2
B
sen
⋅
−
⋅
−
=
b
sen
a
sen
)
b
p
(
sen
)
a
p
(
sen
2
C
sen
⋅
−
⋅
−
=
c
sen
b
sen
)
c
p
(
sen
)
b
p
(
sen
2
A
sen
⋅
−
⋅
−
=
c
sen
a
sen
)
b
p
(
sen
p
sen
2
B
cos
⋅
−
⋅
=
b
sen
a
sen
)
c
p
(
sen
p
sen
2
C
cos
⋅
−
⋅
=
c
sen
b
sen
)
a
p
(
sen
p
sen
2
B
cos
⋅
−
⋅
=
entonces
2
A
cos
a
sen
)
b
p
(
sen
)
c
p
(
sen
c
sen
b
sen
)
a
p
(
sen
p
sen
a
sen
)
b
p
(
sen
a
sen
)
c
p
(
sen
c
sen
b
sen
)
a
p
(
sen
p
sen
a
sen
)
b
p
(
sen
c
sen
b
sen
)
a
p
(
sen
p
sen
a
sen
)
c
p
(
sen
2
C
B
sen







 −
+
−
=
⋅
−
⋅







 −
+
−
=
=
⋅
−
⋅
−
+
⋅
−
⋅
−
=
+
pero sabemos que
2
cos
2
sen
2
sen
2
cos
2
sen
2
sen
sen
α
α
α
β
α
β
α
β
α
⋅
=
−
+
=
+
, sustituyendo
2
A
cos
2
a
cos
2
a
sen
2
2
c
b
cos
2
a
sen
2
2
A
cos
2
a
cos
2
a
sen
2
2
c
b
cos
2
c
b
p
2
sen
2
2
C
B
sen












⋅
−
⋅
=












⋅
−
⋅
−
−
=
+
simplificando y despejando
2
a
cos
2
c
b
cos
2
A
cos
2
C
B
sen
−
=
+
ANALOGÍA DE DELAMBRE (I)
También tenemos que
2
C
sen
2
B
cos
2
C
cos
2
B
sen
2
C
2
B
sen
2
C
B
sen ⋅
−
⋅
=






−
=
−
usamos las mismas fórmulas que antes obtenemos
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2
A
cos
a
sen
)
b
p
(
sen
)
c
p
(
sen
c
sen
b
sen
)
a
p
(
sen
p
sen
a
sen
)
b
p
(
sen
a
sen
)
c
p
(
sen
c
sen
b
sen
)
a
p
(
sen
p
sen
a
sen
)
b
p
(
sen
c
sen
b
sen
)
a
p
(
sen
p
sen
a
sen
)
c
p
(
sen
2
C
B
sen







 −
−
−
=
⋅
−
⋅







 −
−
−
=
=
⋅
−
⋅
−
−
⋅
−
⋅
−
=
−
pero sabemos que
2
cos
2
sen
2
sen
2
sen
2
cos
2
sen
sen
α
α
α
β
α
β
α
β
α
⋅
=
−
+
=
−
, sustituyendo
2
A
cos
2
a
cos
2
a
sen
2
2
c
b
sen
2
a
cos
2
2
A
cos
2
a
cos
2
a
sen
2
2
c
b
sen
2
c
b
p
2
cos
2
2
C
B
sen












⋅
−
⋅
=












⋅
−
⋅
−
−
=
−
simplificando y despejando
2
a
sen
2
c
b
sen
2
A
cos
2
C
B
sen
−
=
−
ANALOGÍA DE DELAMBRE (II)
También tenemos que
2
C
sen
2
B
sen
2
C
cos
2
B
cos
2
C
2
B
cos
2
C
B
cos ⋅
−
⋅
=






+
=
+
usamos las mismas fórmulas que antes obtenemos
2
A
sen
a
sen
)
a
p
(
sen
p
sen
c
sen
b
sen
)
c
p
(
sen
b
p
(
sen
a
sen
)
a
p
(
sen
a
sen
p
sen
c
sen
b
sen
)
c
p
(
sen
)
b
p
(
sen
a
sen
)
a
p
(
sen
c
sen
b
sen
)
c
p
(
sen
)
b
p
(
sen
a
sen
p
sen
2
C
B
cos







 −
−
=
⋅
−
⋅
−







 −
−
=
=
⋅
−
⋅
−
−
−
⋅
−
⋅
−
=
+
pero sabemos que
2
cos
2
sen
2
sen
2
sen
2
cos
2
sen
sen
α
α
α
β
α
β
α
β
α
⋅
=
−
+
=
−
, sustituyendo
2
A
sen
2
a
cos
2
a
sen
2
2
a
sen
2
c
b
cos
2
2
A
sen
2
a
cos
2
a
sen
2
2
a
sen
2
a
p
2
cos
2
2
C
B
cos












⋅
⋅
+
=












⋅
⋅
−
=
+
simplificando y despejando
2
a
cos
2
c
b
cos
2
A
sen
2
C
B
cos
+
=
+
ANALOGÍA DE DELAMBRE (III)
También tenemos que
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2
C
sen
2
B
sen
2
C
cos
2
B
cos
2
C
2
B
cos
2
C
B
cos ⋅
+
⋅
=






−
=
−
usamos las mismas fórmulas que antes obtenemos
2
A
sen
a
sen
)
a
p
(
sen
p
sen
c
sen
b
sen
)
c
p
(
sen
b
p
(
sen
a
sen
)
a
p
(
sen
a
sen
p
sen
c
sen
b
sen
)
c
p
(
sen
)
b
p
(
sen
a
sen
)
a
p
(
sen
c
sen
b
sen
)
c
p
(
sen
)
b
p
(
sen
a
sen
p
sen
2
C
B
cos







 −
+
=
⋅
−
⋅
−







 −
+
=
=
⋅
−
⋅
−
−
+
⋅
−
⋅
−
=
−
pero sabemos que
2
cos
2
sen
2
sen
2
cos
2
sen
2
sen
sen
α
α
α
β
α
β
α
β
α
⋅
=
−
+
=
+
, sustituyendo
2
A
sen
2
a
cos
2
a
sen
2
2
a
cos
2
c
b
sen
2
2
A
sen
2
a
cos
2
a
sen
2
2
a
cos
2
a
p
2
sen
2
2
C
B
cos












⋅
⋅
+
=












⋅
⋅
−
=
−
simplificando y despejando
2
a
sen
2
c
b
sen
2
A
sen
2
C
B
cos
+
=
−
ANALOGÍA DE DELAMBRE (IV)
Es importante recordarlas por orden
ANALOGÍA DE DELAMBRE (I) ANALOGÍA DE DELAMBRE (II)
2
a
cos
2
c
b
cos
2
A
cos
2
C
B
sen
−
=
+
2
a
sen
2
c
b
sen
2
A
cos
2
C
B
sen
−
=
−
ANALOGÍA DE DELAMBRE (III) ANALOGÍA DE DELAMBRE (IV)
2
a
cos
2
c
b
cos
2
A
sen
2
C
B
cos
+
=
+
2
a
sen
2
c
b
sen
2
A
sen
2
C
B
cos
+
=
−
notas:
para el orden sen+,sen-,cos+,cos-
angulos en un miembro con distinta razón, lados en el otro con igual razón
cos + con cos+ , sen- con sen- , los demás cruzandos sen+ con cos- ,sen-con cos+
Estas 4 analogías dan origen a otros 2 grupos de cuatro al rotar las letras, al
efectuar los mismos pasos que antes si queremos deducirlas y obtendriamos:
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ANALOGÍA DE DELAMBRE (I) ANALOGÍA DE DELAMBRE (II)
2
b
cos
2
c
a
cos
2
B
cos
2
C
A
sen
−
=
+
2
b
sen
2
c
a
sen
2
B
cos
2
C
A
sen
−
=
−
ANALOGÍA DE DELAMBRE (III) ANALOGÍA DE DELAMBRE (IV)
2
b
cos
2
c
a
cos
2
B
sen
2
C
A
cos
+
=
+
2
b
sen
2
c
a
sen
2
B
sen
2
C
A
cos
+
=
−
y
ANALOGÍA DE DELAMBRE (I) ANALOGÍA DE DELAMBRE (II)
2
c
cos
2
a
b
cos
2
C
cos
2
A
B
sen
−
=
+
2
C
sen
2
a
b
sen
2
C
cos
2
A
B
sen
−
=
−
ANALOGÍA DE DELAMBRE (III) ANALOGÍA DE DELAMBRE (IV)
2
c
cos
2
a
b
cos
2
C
sen
2
A
B
cos
+
=
+
2
c
sen
2
a
b
sen
2
C
sen
2
A
B
cos
+
=
−
Analogías de Neper.
Estas fórmulas relacionan a 5 elementos de cualquier triángulo, también se
denominan analogías de tangencia.
Se obtienen al operar con las analogías de Delambre al efectuar los
siguientes cocientes :
IV
III
,
IV
II
,
III
I
,
II
I
(trabajaremos con el primer grupo
de fórmulas de Delambre)
ANALOGÍA DE
NEPER (I)
ANALOGÍA DE
NEPER (II)
ANALOGÍA DE
NEPER (III)
ANALOGÍA DE
NEPER (IV)
2
a
ctg
2
c
b
ctg
2
C
B
sen
2
C
B
sen
−
=
−
+
2
c
b
cos
2
c
b
cos
2
A
ctg
2
C
B
tg
+
−
=
+
2
c
b
sen
2
c
b
sen
2
A
ctg
2
C
B
tg
+
−
=
−
2
a
ctg
2
c
b
ctg
2
C
B
cos
2
C
B
cos
+
=
−
+
que se pueden escribir en su forma de tangentes
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ANALOGÍA DE NEPER (I) ANALOGÍA DE NEPER (IV)
2
a
tg
2
C
B
sen
2
C
B
sen
2
c
b
tg ⋅
+
−
=
−
2
a
tg
2
C
B
cos
2
C
B
cos
2
c
b
tg ⋅
+
−
=
+
ANALOGÍA DE NEPER (III) ANALOGÍA DE NEPER (II)
2
A
ctg
2
c
b
sen
2
c
b
sen
2
C
B
tg ⋅
+
−
=
−
2
A
ctg
2
c
b
cos
2
c
b
cos
2
C
B
tg ⋅
+
−
=
+
Las analogías de Neper también se pueden deducir directamente, veamos 2 de
ellas:
sabemos



⋅
=
⋅
=
⇒
=
=
c
sen
k
c
sen
B
sen
k
b
sen
k
C
sen
c
sen
B
sen
b
sen
sumando y restando las fórmulas
( )
( )



−
=
−
+
=
+
C
sen
B
sen
k
c
sen
b
sen
C
sen
B
sen
k
c
sen
b
sen
sabemos







−
+
=
−
−
+
=
+
2
sen
2
cos
2
sen
sen
2
cos
2
sen
2
sen
sen
β
α
β
α
β
α
β
α
β
α
β
α
por tanto







∗∗





 −
+
=
−
+
∗





 −
+
=
−
+
)
(
2
C
B
sen
2
C
B
cos
k
2
2
c
b
sen
2
c
b
cos
2
)
(
2
C
B
cos
2
C
B
sen
k
2
2
c
b
cos
2
c
b
sen
2
por otra parte tenemos



⋅
⋅
+
⋅
=
⋅
⋅
+
⋅
=
⋅
⋅
+
⋅
=
⋅
⋅
+
⋅
=
C
cos
B
sen
a
sen
k
c
cos
a
cos
C
cos
b
sen
a
sen
b
cos
a
cos
c
cos
B
cos
C
sen
a
sen
k
c
cos
a
cos
B
cos
c
sen
a
sen
c
cos
a
cos
b
cos
ahora sumamos esas formulas
( )
C
cos
B
sen
B
cos
C
sen
a
sen
k
)
c
cos
b
(cos
a
cos
c
cos
b
cos ⋅
+
⋅
⋅
+
+
=
+
juntamos términos ( )( ) )
C
B
(
sen
a
sen
k
c
cos
b
cos
a
cos
1 +
⋅
⋅
=
+
−
y hacemos operaciones usando
2
cos
2
cos
2
cos
cos
β
α
β
α
β
α
−
+
=
+ y
2
cos
2
sen
2
sen
α
α
α = ,
obtenemos
2
)
C
B
(
cos
2
)
C
B
(
sen
2
2
a
cos
2
a
sen
2
k
2
c
b
cos
2
c
b
cos
2
2
a
sen
2 2 +
+
⋅
⋅
=
−
+
simplificando
2
)
C
B
(
cos
2
)
C
B
(
sen
2
a
cos
k
2
c
b
cos
2
c
b
cos
2
a
sen
+
+
⋅
⋅
=
−
+
o )
(
2
)
C
B
(
cos
2
)
C
B
(
sen
2
a
ctg
k
2
c
b
cos
2
c
b
cos ∗
∗
∗
+
+
⋅
⋅
=
−
+
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ahora obtenemos
2
a
tg
2
)
C
B
(
cos
2
)
C
B
(
cos
2
c
b
tg
)
(
)
(
+
−
=
+
∗
∗
∗
∗
2
a
tg
2
)
C
B
(
sen
2
)
C
B
(
sen
2
c
b
tg
)
(
)
(
+
−
=
−
∗
∗
∗
∗∗
de una forma análoga obtendriamos las otras dos que forman el grupo.
También éstas analogías se pueden completar con otros 2 grupos de fórmulas
como hemos hecho con las analogías de Delambre obteniendo
ANALOGÍA DE NEPER (I) ANALOGÍA DE NEPER (IV)
2
b
tg
2
C
A
sen
2
C
A
sen
2
c
a
tg ⋅
+
−
=
−
2
b
tg
2
C
A
cos
2
C
A
cos
2
c
a
tg ⋅
+
−
=
+
ANALOGÍA DE NEPER (III) ANALOGÍA DE NEPER (II)
2
B
ctg
2
c
a
sen
2
c
a
sen
2
C
A
tg ⋅
+
−
=
−
2
B
ctg
2
c
a
cos
2
c
a
cos
2
C
A
tg ⋅
+
−
=
+
y
ANALOGÍA DE NEPER (I) ANALOGÍA DE NEPER (IV)
2
c
tg
2
A
B
sen
2
A
B
sen
2
a
b
tg ⋅
+
−
=
−
2
c
tg
2
A
B
cos
2
A
B
cos
2
a
b
tg ⋅
+
−
=
+
ANALOGÍA DE NEPER (III) ANALOGÍA DE NEPER (II)
2
C
ctg
2
a
b
sen
2
a
b
sen
2
A
B
tg ⋅
+
−
=
−
2
C
ctg
2
a
b
cos
2
a
b
cos
2
A
B
tg ⋅
+
−
=
+
En total tenemos estas 24 fórmulas que relacion a los 6 elementos del triángulo
esférico (Analogias de Delambre) o a 5 en el caso de las analogías de Neper.
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RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS ESFÉRICOS OBLICUÁNGULOS
Casos posibles.
Teniendo en cuenta que en el triángulo esférico tenemos 6 elementos: tres lados:
c
,
b
,
a y los ángulos oblícuos C
,
B
,
A . Para resolver un triángulo esférico
necesitamos conocer tres elementos y así poder calcular los elementos restantes.
Los casos que se pueden presentar son los siguientes:
CASO 1: conocidos : los tres lados.
CASO 2: conocidos : los tres ángulos
CASO 3: conocidos : dos lados y el ángulo comprendido.
CASO 4: conocidos : dos ángulos y el lado comprendido.
CASO 5: conocidos : dos lados y el ángulo opuesto a uno de ellos.
CASO 6: conocidos : dos ángulos y el lado opuesto a uno de ellos.
Los casos pares (2, 4 y 6) se pueden resolver usando el triángulo polar del
dado, que sería un caso impar(1,3 y 5), que resolveríamos y obtendríamos las
soluciones buscadas, pasando otra vez al triángulo polar. Esta alternativa no la
usaremos en la exposición teórica.
Resolveremos los casos usando para el cálculo de los elementos
desconocidos sólo los elementos dados (salvo en los casos 5 y 6).
A veces, no conocemos los elementos “sueltos” de los triángulos: C
,
a , si no
“relaciones entre elementos” : C
a + , en ese caso habrá que usar alguna de las
fórmulas que hemos visto.
CASO 1: conocidos : los tres lados
datos : c
,
b
,
a incógnitas: C
,
B
,
A
es un caso de fácil resolución, basta aplicar las fórmulas del primer grupo
A
cos
c
sen
b
sen
c
cos
b
cos
a
cos ⋅
⋅
+
⋅
= ⇒
c
sen
b
sen
c
cos
b
cos
a
cos
A
cos
⋅
⋅
−
=
B
cos
c
sen
a
sen
c
cos
a
cos
b
cos ⋅
⋅
+
⋅
= ⇒
c
sen
a
sen
c
cos
a
cos
b
cos
B
cos
⋅
⋅
−
=
C
cos
b
sen
a
sen
b
cos
a
cos
c
cos ⋅
⋅
+
⋅
= ⇒
b
sen
a
sen
b
cos
a
cos
c
cos
C
cos
⋅
⋅
−
=
es un caso con solución UNICA, pues todos los ángulos son calculados por un
coseno. Para comprobar los resultados cualquier analogía de Delambre va bien.
CASO 2: conocidos : los tres ángulos
datos : C
,
B
,
A incógnitas: c
,
b
,
a
es un caso de fácil resolución, basta aplicar las fórmulas del primer grupo
a
cos
C
sen
B
sen
C
cos
B
cos
A
cos ⋅
⋅
+
⋅
−
= ⇒
C
sen
B
sen
C
cos
B
cos
A
cos
a
cos
⋅
⋅
+
=
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b
cos
C
sen
A
sen
C
cos
A
cos
B
cos ⋅
⋅
+
⋅
−
= ⇒
C
sen
A
sen
C
cos
A
cos
B
cos
b
cos
⋅
⋅
+
=
c
cos
B
sen
A
sen
B
cos
A
cos
C
cos ⋅
⋅
+
⋅
−
= ⇒
B
sen
A
sen
B
cos
A
cos
C
cos
c
cos
⋅
⋅
+
=
Para comprobar los resultados cualquier analogía de Delambre va bien.
CASO 3: conocidos : dos lados y el ángulo comprendido.
datos : C
,
b
,
a incógnitas: c
,
B
,
A
para hallar : A y B calcularemos B
A+ y B
A− usando las analogías de
Neper
2
C
ctg
2
b
a
cos
2
b
a
cos
2
B
A
tg ⋅
+
−
=
+
y
2
C
ctg
2
b
a
sen
2
b
a
sen
2
B
A
tg ⋅
+
−
=
−
para el cálculo de c , tenemos C
cos
b
sen
a
sen
b
cos
a
cos
c
cos ⋅
⋅
+
⋅
=
Para comprobar los resultados cualquier analogía de Delambre va bien.
CASO 4: conocidos : dos ángulos y el lado comprendido.
datos : c
,
B
,
A incógnitas: C
,
b
,
a
para hallar : a y b calcularemos b
a + y b
a − usando las analogías de
Neper
2
c
tg
2
B
A
cos
2
B
A
cos
2
b
a
tg ⋅
+
−
=
+
y
2
c
tg
2
B
A
sen
2
B
A
sen
2
b
a
tg ⋅
+
−
=
−
para el cálculo de c , tenemos c
cos
B
sen
A
sen
B
cos
A
cos
C
cos ⋅
⋅
+
⋅
−
=
Para comprobar los resultados cualquier analogía de Delambre va bien.
CASO 5: conocidos : dos lados y el ángulo opuesto a uno de ellos..
datos : A
,
b
,
a incógnitas: C
,
B
,
c
si queremos calcular c , con la fórmula que relaciona los elementos dados con
c , ésta es
( ) A
cos
c
sen
b
sen
c
sen
1
b
cos
A
cos
c
sen
b
sen
c
cos
b
cos
a
cos 2
⋅
⋅
+
−
±
⋅
=
⋅
⋅
+
⋅
=
lo cual no permitiría fácilmente calcular el lado c .
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También si queremos calcular C , con la fórmula que relaciona los elementos
dados con C , ésta es
( ) A
ctg
C
sen
C
sen
1
b
cos
A
ctg
C
sen
C
cos
b
cos
b
sen
ctga 2
⋅
+
−
±
⋅
=
⋅
+
⋅
=
⋅ y
tampoco podríamos calcular fácilmente calcular el ángulo C .
Veamos entonces como vamos resolviendo este caso:
la única manera que tenemos de conocer el ángulo B es a través de un seno, el
cual nos da dos soluciones comprendidas entre o
0 y o
180 , lo que nos obliga, en
principio, a trabajar con dos posibles soluciones al caso.(luego habrá que ver si
cumplen las propiedades que verifican los triángulos para estudiar la compatibilidad
de las soluciones).
B
sen
b
sen
A
sen
a
sen
= ⇒
a
sen
A
sen
b
sen
B
sen
⋅
= ⇒ dos soluciones



−
= 1
2
1
B
180
B
B
o ,
a partir de aquí tendremos que estudiar dos casos:
solución con 1
B :
usamos las analogías de Neper para calcular 1
c y 1
C
⋅
+
−
+
=
2
b
a
tg
2
B
A
cos
2
B
A
cos
2
c
tg
1
1
de donde obtendríamos 1
c
2
B
A
tg
2
b
a
sen
2
b
a
sen
2
C
tg
1
−
⋅
+
−
= de donde obtendríamos 1
C
solución con 2
B :
usamos las analogías de Neper para calcular 2
c y 2
C
⋅
+
−
+
=
2
b
a
tg
2
B
A
cos
2
B
A
cos
2
c
tg
2
2
de donde obtendríamos 2
c
2
B
A
tg
2
b
a
sen
2
b
a
sen
2
C
tg
2
−
⋅
+
−
= de donde obtendríamos 2
C
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habria que comprobar con una analogía de Delambre cuántas de estas soluciones
son válidas.
CASO 6: conocidos : dos ángulos y el lado opuesto a uno de ellos..
datos : a
,
B
,
A incógnitas: C
,
c
,
b
si queremos calcular C , con la fórmula que relaciona los elementos dados con
c , ésta es
( ) a
cos
C
sen
B
sen
C
sen
1
B
cos
a
cos
C
sen
B
sen
C
cos
B
cos
A
cos 2
⋅
⋅
+
−
±
⋅
−
=
⋅
⋅
+
⋅
−
=
lo cual no permitiría fácilmente calcular el ángulo C .
También si queremos calcular c , con la fórmula que relaciona los elementos
dados con C , ésta es
( ) A
ctg
B
sen
B
cos
c
sen
1
A
ctg
B
sen
B
cos
c
cos
c
sen
ctga 2
⋅
+
⋅
−
±
=
⋅
+
⋅
=
⋅ y
tampoco podríamos calcular fácilmente calcular el lado c .
Veamos entonces como vamos resolviendo este caso:
la única manera que tenemos de conocer el ángulo B es a través de un seno, el
cual nos da dos soluciones comprendidas entre o
0 y o
180 , lo que nos obliga, en
principio, a trabajar con dos posibles soluciones al caso.(luego habrá que ver si
cumplen las propiedades que verifican los triángulos para estudiar la compatibilidad
de las soluciones).
B
sen
b
sen
A
sen
a
sen
= ⇒
A
sen
B
sen
a
sen
b
sen
⋅
= ⇒ dos soluciones



−
= 1
2
1
b
180
b
b
o ,
a partir de aquí tendremos que estudiar dos casos:
solución con 1
b :
usamos las analogías de Neper para calcular 1
c y 1
C
⋅
+
−
+
=
2
b
a
tg
2
B
A
cos
2
B
A
cos
2
c
tg 1
de donde obtendríamos 1
c
2
B
A
tg
2
b
a
sen
2
b
a
sen
2
C
tg
1
1
−
⋅
+
−
= de donde obtendríamos 1
C
 


	55. TRIGONOMETRÍA PLANA Y  ESFÉRICA
ISIDORO PONTE-E.S.M.C.-tema III 55
solución con 2
b :
usamos las analogías de Neper para calcular 2
c y 2
C
⋅
+
−
+
=
2
b
a
tg
2
B
A
cos
2
B
A
cos
2
c
tg 2
de donde obtendríamos 2
c
2
B
A
tg
2
b
a
sen
2
b
a
sen
2
C
tg
2
2
−
⋅
+
−
= de donde obtendríamos 2
C
habria que comprobar con una analogía de Delambre cuántas de estas soluciones
son válidas.
En problemas resolveremos algunso casos donde los datos conocidops son:
relaciones entre los elementos; para resolver estos casos usaremos cualquiera de
las muchas fórmulas que tenemos en trigonometría esférica.
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