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	1. 834 CAPÍTULO 12  Funciones vectoriales
En la sección 10.2 se definió una como un conjunto de pares ordenados
junto con sus ecuaciones paramétricas
y
donde y son funciones continuas de en un intervalo . Esta definición puede exten-
derse de manera natural al espacio tridimensional como sigue. Una curva en el espacio C
es un conjunto de todas las ternas ordenadas junto con sus ecuaciones
paramétricas
y
donde ƒ, y son funciones continuas de en un intervalo .
Antes de ver ejemplos de curvas en el espacio, se introduce un nuevo tipo de función,
llamada función vectorial. Este tipo de función asigna vectores a números reales.
Técnicamente, una curva en el plano o en el espacio consiste en una colección de pun-
tos y ecuaciones paramétricas que la definen. Dos curvas diferentes pueden tener la misma
gráfica. Por ejemplo, cada una de las curvas dadas por
tiene como gráfica el círculo unidad o unitario, pero estas ecuaciones no representan la
misma curva porque el círculo está trazado de diferentes maneras.
Es importante asegurarse de ver la diferencia entre la función vectorial r y las fun-
ciones reales ƒ, y . Todas son funciones de la variable real , pero r( ) es un vector, mien-
tras que ƒ( ), ( ) y ( ) son números reales (para cada valor específico de ).
Las funciones vectoriales juegan un doble papel en la representación de curvas.
Tomando como parámetro , que representa el tiempo, se puede usar una función vecto-
rial para representar el a lo largo de una curva. O, en el caso más general, se
puede usar una función vectorial para de una curva. En ambos casos, el
punto final del vector posición r( ) coincide con el punto ( , ) o ( , , ) de la curva dada
por las ecuaciones paramétricas, como se muestra en la figura 12.1. La punta de flecha
en la curva indica la de la curva apuntando en la dirección de valores cre-
cientes de .
y r t sen t2 i cos t2 j
r t sen t i cos t j
Curva en el espacio
C
x
y
r(t0
)
r(t1)
r(t2
)
z
x
r(t0)
r(t1)
r(t2)
Curva en un plano
C
y
Figura 12.1
DEFINICIÓN DE FUNCIÓN VECTORIAL
Una función de la forma
Plano.
o
Espacio.
es una función vectorial, donde las funciones componentes , y son funciones
del parámetro . Algunas veces, las funciones vectoriales se denotan como
o r
r
r i j k
r i j
 


	2. SECCIÓN 12.1 Funciones  vectoriales 835
A menos que se especifique otra cosa, se considera que el dominio de una función
vectorial r es la intersección de los dominios de las funciones componentes ƒ, y . Por
ejemplo, el dominio de es el intervalo
Dibujar la curva plana representada por la función vectorial
Función vectorial.
Solución A partir del vector de posición r( ), se pueden dar las ecuaciones paramétricas
2 cos y 3 sen . Despejando cos y sen y utilizando la identidad cos2
sen2 1 se obtiene la ecuación rectangular
Ecuación rectangular.
La gráfica de esta ecuación rectangular es la elipse mostrada en la figura 12.2. La curva
está orientada en el . Es decir, cuando aumenta de 0 a
2 , el vector de posición r( ) se mueve en el sentido de las manecillas del reloj, y sus pun-
tos finales describen la elipse.
Dibujar la curva en el espacio representada por la función vectorial
Función vectorial.
Solución De las dos primeras ecuaciones paramétricas y 4 sen , se
obtiene
Ecuación rectangular.
Esto significa que la curva se encuentra en un cilindro circular recto de radio 4, centrado
en el eje . Para localizar en este cilindro la curva, se usa la tercera ecuación paramétrica
En la figura 12.3, nótese que a medida que crece de 0 a el punto sube
en espiral por el cilindro describiendo una hélice. Un ejemplo de una hélice de la vida real
se muestra en el dibujo inferior de la izquierda.
En los ejemplos 1 y 2 se dio una función vectorial y se pidió dibujar la curva corres-
pondiente. Los dos ejemplos siguientes se refieren a la situación inversa: hallar una fun-
ción vectorial para representar una gráfica dada. Claro está que si la gráfica se da en forma
paramétrica, su representación por medio de una función vectorial es inmediata. Por ejem-
plo, para representar en el espacio la recta dada por
3 y
se usa simplemente la función vectorial dada por
Si no se da un conjunto de ecuaciones paramétricas para la gráfica, el problema de repre-
sentar la gráfica mediante una función vectorial se reduce a hallar un conjunto de ecua-
ciones paramétricas.
r i j k
r i j k
r i j
r i j k
x2 + y2 = 16
Cilindro:
(4, 0, 4 )
(4, 0, 0)
4
x
y
4
r(t) = 4 cos ti + 4 sen tj + tk
z
x
r(t) = 2 cos ti 3 sen tj
3 1 1 3
2
1
y
Figura 12.2
Figura 12.3
sen
sen
ln
 


	3. 836 CAPÍTULO 12  Funciones vectoriales
Representar la parábola mediante una función vectorial.
Solución Aunque hay muchas maneras de elegir el parámetro , una opción natural es
tomar Entonces y se tiene
Función vectorial.
Nótese en la figura 12.4 la orientación obtenida con esta elección particular de parámetro.
Si se hubiera elegido como parámetro , la curva hubiera estado orientada en direc-
ción opuesta.
Dibujar la gráfica representada por la intersección del semielipsoide
y el cilindro parabólico Después, hallar una función vectorial que represente la
gráfica.
Solución En la figura 12.5 se muestra la intersección de las dos superficies. Como en el
ejemplo 3, una opción natural para el parámetro es Con esta opción, se usa la
ecuación dada para obtener Entonces
Como la curva se encuentra sobre el plano hay que elegir para la raíz cuadrada posi-
tiva. Así se obtienen las ecuaciones paramétricas siguientes.
y
La función vectorial resultante es
Función vectorial.
(Obsérvese que el componente k de r( ) implica De los puntos ( 2, 4, 0)
y (2, 4, 0) que se muestran en la figura 12.5, se ve que la curva es trazada a medida que
crece de 2 a 2.
r i j
Figura 12.4
y
x
4
2
5
C: x = t
y = t2
(6 t2) t2
6
z =
Curva en
el espacio
Cilindro parabólico
Elipsoide
(2, 4, 0)
( 2, 4, 0)
(0, 0, 2)
z
Las curvas en el espacio pue-
den especificarse de varias maneras.
Por ejemplo, la curva del ejemplo 4 se
describe como la intersección de dos
superficies en el espacio.
Figura 12.5
 


	4. SECCIÓN 12.1 Funciones  vectoriales 837
Muchas de las técnicas y definiciones utilizadas en el cálculo de funciones reales se
pueden aplicar a funciones vectoriales. Por ejemplo, las funciones vectoriales se pueden
sumar y restar, multiplicar por un escalar, tomar su límite, derivarlas, y así sucesivamente.
La estrategia básica consiste en aprovechar la linealidad de las operaciones vectoriales y
extender las definiciones en una base, componente por componente. Por ejemplo, para
sumar o restar dos funciones vectoriales (en el plano), se tiene
Suma.
Resta.
De manera similar, para multiplicar y dividir una función vectorial por un escalar se tiene
Multiplicación escalar.
División escalar.
Esta extensión, componente por componente, de las operaciones con funciones reales a
funciones vectoriales se ilustra más ampliamente en la definición siguiente del límite de
una función vectorial.
Si tiende al vector cuando la longitud del vector tiende a 0. Es
decir,
cuando
Esto se ilustra de manera gráfica en la figura 12.6. Con esta definición del límite de una
función vectorial, se pueden desarrollar versiones vectoriales de la mayor parte de los teo-
remas del límite dados en el capítulo 1. Por ejemplo, el límite de la suma de dos funciones
vectoriales es la suma de sus límites individuales. También, se puede usar la orientación
de la curva r( ) para definir límites unilaterales de funciones vectoriales. La definición
siguiente extiende la noción de continuidad a funciones vectoriales.
r L
r L
L
r
i j
r i j
i j
r i j
i j
r r i j i j
i j
r r i j i j
Figura 12.6
DEFINICIÓN DEL LÍMITE DE UNA FUNCIÓN VECTORIAL
1. Si es una función vectorial tal que entonces
Plano.
siempre que existan los límites de y cuando
2. Si es una función vectorial tal que entonces
Espacio.
siempre que existan los límites de y cuando t a
h
f
t a
r t
t a
f t i
t a
g t j
t a
h t k
r t f t i g t j h t k
r
t a
g
f
t a
r t
t a
f t i
t a
g t j
r t f t i g t j
r
lím
lím
lím
lím
lím
lím
lím
 


	5. 838 CAPÍTULO 12  Funciones vectoriales
De acuerdo con esta definición, una función vectorial es continua en si y sólo si
cada una de sus funciones componentes es continua en
Analizar la continuidad de la función vectorial
es una constante.
cuando
Solución Cuando tiende a 0, el límite es
Como
se concluye que r es continua en Mediante un razonamiento similar, se concluye
que la función vectorial r es continua en todo valor real de .
Para cada la curva representada por la función vectorial del ejemplo 5,
es una constante.
es una parábola. Uno se puede imaginar cada una de estas parábolas como la intersección
del plano vertical con el paraboloide hiperbólico
como se muestra en la figura 12.7.
y x z
y a
r t ti aj a t k
a
t
aj a k
i aj a k
t
r t
t
t i
t
a j
t
a t k
t
r t ti aj a t k
t a
t a
Figura 12.7
r i j k
DEFINICIÓN DE CONTINUIDAD DE UNA FUNCIÓN VECTORIAL
Una función vectorial r es continua en un punto dado por si el límite de
cuando existe y
Una función vectorial r es continua en un intervalo si es continua en todos los
puntos del intervalo.
t a
r t r a
t a
r t
t a
Casi cualquier tipo de dibujo tridimensional es difícil hacerlo a
mano, pero trazar curvas en el espacio es especialmente difícil. El problema consiste en
crear la impresión de tres dimensiones. Las herramientas de graficación usan diversas
técnicas para dar la “impresión de tres dimensiones” en gráficas de curvas en el espacio:
una manera es mostrar la curva en una superficie, como en la figura 12.7.
lím
lím lím
lím
lím
 


	6. SECCIÓN 12.1 Funciones  vectoriales 839
En los ejercicios 1 a 8, hallar el dominio de la función vectorial.
1.
2.
3.
4.
5.
6.
7.
8.
En los ejercicios 9 a 12, evaluar (si es posible) la función vecto-
rial en cada valor dado de
9.
) ) )
)
10.
) ) )
)
11.
) ) )
)
12.
) ) )
)
En los ejercicios 13 y 14, hallar
14.
13.
En los ejercicios 15 a 18, representar el segmento de recta desde
P hasta Q mediante una función vectorial y mediante un con-
junto de ecuaciones paramétricas.
15. (0, 0, 0), (3, 1, 2) 16. (0, 2, 1), (4, 7, 2)
17. ( 2, 5, 3), ( 1, 4, 9)
18. (1, 6, 8), ( 3, 2, 5)
Para pensar En los ejercicios 19 y 20, hallar ¿Es el
resultado una función vectorial? Explicar.
19. ,
20. ,
En los ejercicios 21 a 24, asociar cada ecuación con su gráfica.
[Las gráficas están marcadas a), b), c) y d).]
21.
22.
23.
24.
25. Para pensar Las cuatro figuras siguientes son gráficas de la
función vectorial Asociar cada
una de las gráficas con el punto en el espacio desde el cual se ve
la hélice. Los cuatro puntos son ( 20, 0, 0)
y
) )
) )
26. Dibujar tres gráficas de la función vectorial
vistas desde los puntos.
) ) )
r t ti tj k
y
Generada con Mathematica
z
y
x
Generada con Mathematica
Generada con Mathematica
y
x
z
y
Generada con Mathematica
z
r t ti tj
t
k
t
r t ti tj
t
k
t
r t ti t j e t k
t
r t t i t j t k
t
r t ti tj t k
u t t t t
r t t t t
u t t i j t k
r t t i t j k
r u .
r t ti tj tk
r t t i tj tk
r .
r t r
r c
r
r
r t t i t j e t k
r t r
r t
r
r
r t ti
t
j tk
r t r
r
r
r
r t ti tj
r t r
r s
r
r
r t t i t j
.
G t t i
t
j t k
F t t i tj tk
r t F t G t
G t tj tk
F t ti tj
r t F t G t
G t i tj t k
F t ti tj t k
r t F t G t
G t ti tj
F t ti tj t k
r t F t G t
r t ti tj tk
r t ti et j tk
r t t i t j tk
r t
1
t 1
i
t
2
j 3tk
sen
donde
sen sen
donde
donde
donde
sen
sen
sen
sen
sen
sen
sen
sen
a) b)
c) d)
y
x
z
4
2
2
4
x y
z
1
1
1
y
x
z
2
2
2
2
4
y
x
z
4
2 2
4
2
 


	7. 840 CAPÍTULO 12  Funciones vectoriales
En los ejercicios 27 a 42, dibujar la curva representada por la
función vectorial y dar la orientación de la curva.
29. 30.
31. 32.
33. 34.
35.
36.
37.
39.
40.
41.
42.
En los ejercicios 43 a 46, usar un sistema algebraico por compu-
tadora a fin de representar gráficamente la función vectorial e
identificar la curva común.
43.
44.
45.
46.
Para pensar En los ejercicios 47 y 48, usar un sistema algebraico
por computadora a fin de representar gráficamente la función
vectorial Para cada conjeturar sobre la trans-
formación (si la hay) de la gráfica de Usar un sistema
algebraico por computadora para verificar la conjetura.
47.
)
)
)
)
)
48.
)
)
)
)
)
En los ejercicios 49 a 56, representar la curva plana por medio
de una función vectorial. (Hay muchas respuestas correctas.)
49. 5 50.
51. 52.
53. 54.
55. 56.
En los ejercicios 57 y 58, hallar funciones vectoriales que des-
criban los límites de la región en la figura. Dar el intervalo co-
rrespondiente al parámetro de cada función.
57. 58.
En los ejercicios 59 a 66, dibujar la curva en el espacio repre-
sentada por la intersección de las superficies. Después represen-
tar la curva por medio de una función vectorial usando el
parámetro dado.
59.
60.
61.
62.
63.
64.
65.
66.
67. Mostrar que la función vectorial
se encuentra en el cono Dibujar la curva.
68. Mostrar que la función vectorial
se encuentra en el cono Dibujar la curva.
En los ejercicios 69 a 74, evaluar el límite.
z x y
r t e t
ti e t
tj e t
k
x y z
r t ti t tj t tk
x t
x y z xy
x t
x z y z
x t
x y z x y
x t
x y z x z
z t
x y z x z
x t
x y z x
x t
z x y z
x t
z x y x y
x2
9
y2
16
1
x y
x y
x y
y x
y x
x y
u t t i t j t k
u t ti t j t k
u t ti t j t k
u t t i tj t k
u t ti t j t k
r t ti t j t k
u t ti tj tk
u t ti tj tk
u t t i t j t k
u t ti tj tk
u t t i tj tk
r t ti tj tk
r .
u ,
r .
r t ti tj tk
r t ti t t j t k
r t ti t j t k
r t t i tj t k
r t t t t t t t t
r t t t t
r t t i tj tk
r t ti tj e t k
38. r t ti 3 cos tj 3 sen tk
r t ti tj tk
r t ti t j tk
r t t i t j t k
r t ti tj
r i j
r t ti tj
r i j
r t t t i t t j
r t t i t j
27. 28. r t 5 t i tj
r t
t
4
i t 1 j
sen
sen
sen
sen
(primer octante)
(primer octante)
sen
sen
sen
sen
sen
sen
sen sen
sen
sen
sen
sen
sen
sen
sen
sen
sen
69.
70.
71.
72.
73.
74. lím
t
e t
i
1
t
j
t
t2 1
k
lím
t 0
et i
sen t
t
j e t k
lím
t 1
t i
ln t
t2 1
j
1
t 1
k
lím
t 0
t2i 3tj
1 cos t
t
k
lím
t 2
3ti
2
t2 1
j
1
t
k
lím
t
ti cos tj sen tk
 


	8. SECCIÓN 12.1 Funciones  vectoriales 841
En los ejercicios 75 a 80, determinar el (los) intervalo(s) en que
la función vectorial es continua.
75. 76.
77.
78.
79. 80.
83. El borde exterior de una resbaladilla tiene forma de una hélice de
1.5 metros de radio. La resbaladilla tiene una altura de 2 metros
y hace una revolución completa desde arriba hacia abajo.
Encontrar una función vectorial para la hélice. Usar un sistema
algebraico por computadora para graficar la función. (Existen
muchas respuestas correctas.)
85. Sean y funciones vectoriales cuyos límites existen cuan-
do Demostrar que
86. Sean y funciones vectoriales cuyos límites existen cuan-
do Demostrar que
87. Demostrar que si r es una función vectorial continua en , en-
tonces es continua en .
88. Verificar que el recíproco de lo que se afirma en el ejercicio 87
no es verdad encontrando una función vectorial r tal que sea
continua en pero r no sea continua en .
En los ejercicios 89 y 90, dos partículas viajan a lo largo de las
curvas de espacio r(t) y u(t). Una colisión ocurrirá en el punto de
intersección P si ambas partículas están en P al mismo tiempo.
¿Colisionan las partículas? ¿Se intersecan sus trayectorias?
Para pensar En los ejercicios 91 y 92, dos partículas viajan a lo
largo de las curvas de espacio r(t) y u(t).
91. Si r( ) y u( ) se intersecan, ¿colisionarán las partículas?
92. Si las partículas colisionan, ¿se intersecan sus trayectorias r( ) y
u( )?
¿Verdadero o falso? En los ejercicios 93 a 96, determinar si la
declaración es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por qué o
dar un ejemplo que pruebe que es falsa.
93. Si ƒ, y son funciones polinomiales de primer grado, entonces
la curva dada por ( ) y es una recta.
94. Si la curva dada por ( ) y es una recta,
entonces ƒ, y son funciones polinomiales de primer grado de .
95. Dos partículas viajan a través de las curvas de espacio r( ) y u( ).
La intersección de sus trayectorias depende sólo de las curvas
trazadas por r( ) y u( ) en tanto la colisión depende de la parame-
trización.
96. La función vectorial se en-
cuentra en el paraboloide x y z
r t t i t t j t t k
h
z h t
x f t
z h t
x f t
h
r
r
t c
r t u t
t c
r t
t c
u t
t c
u t
r t
t c
r t u t
t c
r t
t c
u t
t c
u t
r t
r t t t
r t e t t t
r t e ti e tj t k
r t ti tj t k
r t t i t j
r t ti
t
j
81. Considerar la función vectorial
Dar una función vectorial que sea la transformación
especificada de
) Una traslación vertical tres unidades hacia arriba
) Una traslación horizontal dos unidades en dirección del
eje negativo
) Una traslación horizontal cinco unidades en dirección del
eje positivo
82. Dar la definición de continuidad para una función vectorial.
Dar un ejemplo de una función vectorial que esté definida
pero no sea continua en t
r
s t
r t t i t j tk
En la sección 3.5 se estudió una curva famosa llamada bruja de
Agnesi. En este proyecto se profundiza sobre esta función.
Considérese un círculo de radio centrado en el punto (0, ) del
eje . Sea un punto en la recta horizontal el origen y
el punto donde el segmento corta el círculo. Un punto está en
la bruja de Agnesi si se encuentra en la recta horizontal a través de
y en la recta vertical a través de .
) Mostrar que el punto está descrito por la función vectorial
donde es el ángulo formado por con el eje positivo.
) Mostrar que el punto está descrito por la función vectorial
) Combinar los resultados de los incisos ) y ) para hallar la fun-
ción vectorial r( ) para la bruja de Agnesi. Usar una herramienta
de graficación para representar esta curva para
) Describir los límites y
) Eliminar el parámetro y determinar la ecuación rectangular de
la bruja de Agnesi. Usar una herramienta de graficación para
representar esta función para y comparar la gráfica con la
obtenida en el inciso ).
a
r
r
a
rB a i a j
rA a i aj
y a
arcsen j
sen
lím
lím
sen
lím
lím
lím
lím
lím
lím
84. ¿Cuál de las siguientes funciones vectoriales representa la
misma gráfica?
a)
b)
c)
d) r t 3 cos 2t 1 i 5 sen 2t 2 j 4k
r t 3 cos t 1 i 5 sen t 2 j 4k
r t 4i 3 cos t 1)j 5 sen t 2)k
r t 3 cos t 1)i 5 sent 2 j 4k
89.
90.
u t) 2t 3 i 8tj 12t 2 k
r(t ti t2j t3k
u t) 3t 4 i t2j 5t 4 k
r t) t2i 9t 20)j t2k
 


	9. Soluciones de los  ejercicios impares A-29
r j
r i j
r i j
r i j k
r i j k
i j k
 


	10. A-30 Soluciones de  los ejercicios impares
r
r
r
r
r
r
i j k
r
r
i j k
i k
i j k
i j
i j
i j
i j
i k
i j
i j k
i j
i j
r i k
r
r
r j k
r
r
r
r
r
r
r i j
r i
r i j
r j
r
r
r
r
r
r
r i j
r i j
r i j
r i j
r i j k
s i j k
s i j k
s i j k
i j k
0
i j
r i j k
r i j k
r i j k
k
r i j
r i j k
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