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	8. Prefacio
El objetivo principal  de este libro es presentar algunas de las herramientas
matemáticas básicas que serán necesarias para comprender los contenidos que
se requieren al ingresar a la Universidad. Los temas trabajados en este mate-
rial tienen el fin de “nivelar” los conocimientos matemáticos para lograr una
base sólida que permita un correcto desempeño a nivel universitario. Para ello,
se abordarán muchos de los temas que fueron estudiados durante la formación
media, para recordarlos, fijarlos e integrarlos.
Tratando de conseguir un equilibrio entre el contenido de este libro y el tiem-
po que se dispone para preparar el ingreso a la Universidad, algunos temas se
profundizarán más que otros, dependiendo de su complejidad.
El trabajo se presenta mediante capı́tulos que se centran en un tema princi-
pal, divididos en secciones en las que se trabajan los conceptos y herramientas
relacionadas al mismo, tratando de reforzarlos e integrarlos desde su aplicación
a ejemplos concretos. Los ejemplos tienen importancia además por sı́ mismos,
ya que muchos contienen terminologı́a y procedimientos esenciales para el desa-
rrollo del resto del libro. Al concluir cada sección puede encontrarse una serie
de ejercicios destinados a fijar los contenidos trabajados, y a detectar si fueron
correctamente incorporados.
Al final del libro pueden encontrarse autoevaluaciones, desde lúdicas hasta
tradicionales, que integran todos los contenidos trabajados, las cuales permitirán
medir de alguna forma el nivel adquirido, ası́ como descubrir los temas que
deberán ser reforzados.
Los contenidos no son tan arbitrarios como parece. Además de su impor-
tancia propia como herramientas básicas, siguen una dirección precisa: la de
resolver problemas concretos.
Los temas presentados en este libro apuntan a resolver situaciones enmarca-
das en los siguientes grandes ejes:
Ecuaciones e inecuaciones
Funciones
Trigonometrı́a
III
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	9. La cantidad de  problemas que pueden modelarse y resolverse mediante las
herramientas desarrolladas dentro de estos ejes es esencialmente infinita, y co-
mo se verá en el desarrollo del libro, los mismos corresponden a áreas muy
diversas. Resultará entonces imprescindible que el alumno logre traducir una
situación concreta al lenguaje matemático, identificar su naturaleza y poder re-
solver el planteo obtenido. Estos tres ejes se presentan en los Capı́tulos 4, 5 y 6
respectivamente, pero para abordarlos será necesario trabajar previamente otros
contenidos.
La resolución de ecuaciones polinómicas juega un papel importante en la
matemática, y se convierte en algo sencillo si logramos factorizar la expresión
involucrada. Estas herramientas se presentan en el Capı́tulo 3. Para manipular
dichas expresiones será necesario conocer las operaciones y sus propiedades en
los diferentes conjuntos numéricos, ası́ como poder interpretar y presentar la so-
lución según el contexto del problema, lo cual es desarrollado en los Capı́tulos 1
y 2.
A su vez, la resolución de ecuaciones permitirá hallar los ceros o raı́ces de
las funciones estudiadas en el Capı́tulo 5, donde se pretende modelar y resolver
problemas tanto desde el punto de vista gráfico como desde el algebraico. Para
este último será también útil la operatoria de polinomios presentada en el Capı́tu-
lo 3. La resolución de ecuaciones y sistemas de ecuaciones también se aplicará
en los problemas abordados en el Capı́tulo 6, los cuales involucran triángulos
rectángulos.
Por supuesto, para todo lo anterior es necesario aplicar correctamente el ra-
zonamiento matemático, lo que se presenta brevemente antes del primer capı́tu-
lo. Su lectura y comprensión serán de gran importancia para el abordaje del resto
del texto.
El siguiente gráfico presenta un esquema de la interacción de los contenidos
de este libro.
Razonamiento matemático
Cap.1: Conjuntos
Cap.2: Conjuntos numéricos
Cap.3: Polinomios
Cap.4: Ecuaciones Cap.5: Funciones
Cap.6: Trigonometrı́a
IV
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	10. Ge Gebra es  un software matemático interactivo libre que funciona en
múltiples sistemas operativos (Windows, macOS, GNU/Linux, Android, iOS),
utilizado en la educación en colegios y universidades. Esto significa que puede
descargarse y usarse libremente en computadoras, tablets o teléfonos celulares.
En algunas secciones se incluyen ejercicios y ejemplos que permitirán ir cono-
ciendo de a poco algunas de las tantas herramientas que posee Ge Gebra. Los
mismos se indicarán con el logo del software. Si bien todos los ejercicios del
libro pueden ser resueltos sin el uso de Ge Gebra o de cualquier otro softwa-
re, su uso puede ayudar a verificar y visualizar los resultados. Además, dado
que Ge Gebra posee una gran cantidad de herramientas que se utilizan en geo-
metrı́a, álgebra, estadı́stica y cálculo, familiarizarse con su uso puede ser de gran
beneficio para el futuro. Se presentarán aquı́ solamente ciertas funciones básicas.
En particular, de las aplicaciones que posee Ge Gebra, utilizaremos la cal-
culadora gráfica, cuyo logo es el siguiente:
Dependiendo de si es usado en una computadora o desde la aplicación para
teléfonos celulares, el aspecto varı́a ligeramente, pero las funciones son las mis-
mas*. Hay dos formas de utilizar las herramientas que posee Ge Gebra: escri-
biendo el comando en lo que se conoce como campo de Entrada (que no es más
que una barra horizontal en la que se puede escribir), o mediante su ı́cono co-
rrespondiente en el menú gráfico, para el caso de las más frecuentes. Este menú
gráfico se encuentra en la parte superior en la versión para computadoras, y en
la aplicación para teléfonos celulares se despliega haciendo clic en el sı́mbolo
Las herramientas que usaremos para los ejercicios de este libro son las si-
guientes:
A a=2 α
La única diferencia entre la versión para computadoras y la versión para
teléfonos móviles, es que en este último caso todas estas herramientas se mues-
tran al cliquear el sı́mbolo mencionado (divididas por categorı́as, pero todas
están a la vista). En cambio, en la versión para computadoras, las herramientas
*La descripción del software incluida en este libro corresponde a las versiones 6.0.472.0 para
Windows, y 6.0.471.0 para Android, por lo que actualizaciones futuras podrı́an diferir de lo aquı́
presentado.
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	11. están agrupadas en  “cajas” que incluyen varias similares o que generan el mismo
tipo de objeto. Para abrir una caja se hace clic en ella y luego se selecciona una
de las herramientas que aparecen en la lista emergente.
Una vez seleccionada una herramienta aparece una breve explicación de
cómo usarla. Como mencionamos, cada una de las herramientas del menú gráfi-
co, y muchı́simas otras que no aparecen allı́, se pueden utilizar tipeando el co-
mando correspondiente en el campo de entradas.
Lo anterior fue solamente una breve descripción del software. Se irá guiando
al alumno sobre el uso de cada herramienta a medida que se presenten en los
ejercicios.
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	12. El razonamiento matemático
à  Antes de comenzar a leer este libro, es necesario saber algo que será fun-
damental para la comprensión de cualquier texto matemático, ası́ como también
para lograr resolver los ejercicios en forma correcta: el razonamiento utiliza-
do en la matemática no es diferente al utilizado en la vida cotidiana. Esto
significa que para poder determinar (y demostrar) si un enunciado matemático
es verdadero o falso, debe razonarse de la misma forma en que se lo hace para
decidir si algo de la vida cotidiana es cierto o no.
La única diferencia es que no toda afirmación de la vida cotidiana es verda-
dera o falsa, pues depende del gusto o estado de ánimo de cada persona, entre
otras cosas. Por ejemplo, este es el caso de las siguientes afirmaciones:
¡Qué frı́o hace!
El rojo es el color más lindo.
En matemática, en cambio, se trabaja con oraciones que son enunciados. Un
enunciado o proposición es una oración que admite uno y solo un valor de
verdad: verdadero o falso. Es decir, las dos afirmaciones en la lista anterior no
son enunciados, pero las siguientes sı́ lo son:
(a) El Sol es una estrella.
(b) Todas las personas tienen cabello color negro.
(c) Existen personas con cabello color negro.
Sin embargo, si en un debate con otra persona debemos defender o justificar
nuestra respuesta sobre la veracidad o falsedad de cada una, será necesario usar
argumentos correctos.
Para justificar la veracidad o falsedad de un enunciado, se debe dar una de-
mostración. Las demostraciones tienen diversas formas, dependiendo del enun-
ciado que se quiera probar: la falsedad de algunos enunciados puede demostrarse
dando un contraejemplo, es decir, un ejemplo para el cual el enunciado no se
cumpla, mientras que en ciertos casos bastará con un ejemplo para demostrar
Se agradece a la Dra. Manuela Busaniche por los comentarios y sugerencias sobre esta sección.
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	13. que el enunciado  es verdadero. Nos encontraremos también con enunciados cu-
yo valor de verdad no podrá demostrarse ni con ejemplos ni con contraejemplos.
Para comprender lo anterior, volvamos a nuestra lista de enunciados. Si que-
remos demostrar que la afirmación (a) es verdadera, basta con buscar la defini-
ción de estrella, la cual, en forma breve, es la siguiente:
Estrella: Cuerpo celeste que emite radiación luminosa, calorı́fica, etc.,
producida por reacciones termonucleares.
Puesto que el Sol cumple con todos los requisitos de esta definición, esto de-
muestra que es una estrella. Es decir, el Sol satisface todas las propiedades invo-
lucradas en la definición de estrella, lo que prueba que lo es.
Ahora, si queremos demostrar que la afirmación (b) es falsa, es suficiente
con indicar una sola persona que no tenga el cabello color negro (que sea falsa
no significa que ninguna persona tiene cabello negro, sino que existe al menos
una que no lo tiene. Parece obvia esta aclaración, pero a veces suele olvidarse
esta lógica cuando se intenta argumentar sobre un enunciado matemático). En
este caso, la persona indicada es nuestro “contraejemplo”.
Finalmente, para probar que (c) es verdadera, será suficiente con indicar
una persona con cabello negro (será nuestro “ejemplo”). Notar que esta misma
persona servirı́a para demostrar que la siguiente afirmación es falsa:
No existen personas con cabello color negro.
L Con lo anterior queda probado que no existe una receta de cómo
demostrar la veracidad o falsedad de un enunciado, sino que dependerá
de la forma en la que el mismo esté expresado. Será necesario razonar
de manera lógica en cada caso, para determinar si se necesita dar una
demostración mediante propiedades, un contraejemplo o un ejemplo, in-
dependientemente de que la afirmación sea verdadera o falsa.
Sin embargo, aunque no abordaremos aquı́ la teorı́a de demostraciones, es
importante señalar algunas de las formas incorrectas que aparecen frecuente-
mente al momento de intentar probar la validez de algunas afirmaciones. Por
ejemplo, si alguien afirma que:
Todas las personas de la ciudad de Santa Fe tienen cabello color negro,
no alcanzará con exponer ni una, ni dos, ni 500 personas con cabello de color
negro, pues esas no son todas las personas sobre las cuales se está realizando la
afirmación. Exhibir varios ejemplos en un conjunto de objetos satisfaciendo una
propiedad, aunque sean muchos, no alcanza para demostrar que dicha propiedad
VIII
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	14. vale para todo  el conjunto. De hecho, aunque se exhiban miles de personas de
la ciudad con cabello negro, bastará con encontrar una sola persona que no lo
tenga para demostrar que es falsa.
En otras palabras, para demostrar que cierta propiedad vale para todo ele-
mento en un cierto conjunto, no basta con chequear que valga para algunos, sino
que habrá que verificar que vale para todos los casos posibles. Esto puede ser
tedioso si estamos hablando de una cantidad elevada de elementos, y requerirá
métodos especı́ficos si se trata de una cantidad infinita de ellos. Esta situación
es muy frecuente en las afirmaciones matemáticas, en las que las propiedades se
enuncian, por ejemplo, para todos los números naturales o reales. En tal caso,
cualquier cantidad de ejemplos que se presenten para demostrar la validez de la
propiedad, no será suficiente, pues hay infinitos posibles. Sin embargo, un solo
ejemplo resultará suficiente para demostrar su falsedad. Para ilustrar esto consi-
deremos los dos enunciados matemáticos siguientes, sobre los cuales indicamos
si son verdaderos o falsos:
(1) (a + b)2
= a2
+ b2
, para todo par de números reales a y b. F
(2) (a + b)2
= a2
+ 2ab + b2
, para todo par de números reales a y b. V
? ¿Cómo podemos demostrar que (1) es falsa? En este caso, usando la
misma lógica que en un debate sobre enunciados no matemáticos, bastará con
exponer valores para los cuales la afirmación no se cumple, es decir, un par de
números reales a y b tales que (a + b)2
≠ a2
+ b2
. Por ejemplo, podemos tomar
a = 1 y b = 2 para obtener, por un lado, (a + b)2
= 32
= 9 y, por el otro,
a2
+ b2
= 12
+ 22
= 5. Es claro que 9 ≠ 5, por lo que el par elegido es nuestro
contraejemplo.
o Sin embargo, para probar que (2) es verdadera no alcanzará con tomar
diferentes pares de valores para a y b, y verificar que la igualdad vale, sino que
deberemos demostrarlo para a y b generales. Para ello usaremos que z2
= z ⋅ z
para todo número real z, luego la propiedad distributiva de la multiplicación
respecto de la suma, y finalmente la propiedad conmutativa del producto para
obtener
(a + b)2
= (a + b) ⋅ (a + b) = a ⋅ a + a ⋅ b + b ⋅ a + b ⋅ b = a2
+ 2 ⋅ a ⋅ b + b2
,
para cualesquiera a y b reales, lo que prueba que el enunciado (2) es verdadero.
Ù “Si y solo si” versus “entonces”.
Si bien no abordaremos aquı́ de manera formal la lógica matemática, estas
dos expresiones se utilizan mucho a lo largo del texto. Resulta entonces funda-
mental comprender su significado y sus diferencias, para evitar usarlas en forma
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	15. incorrecta. Para ello  las trabajaremos desde el lenguaje coloquial, ya que en ma-
temática deben entenderse y aplicarse en el mismo sentido.
Aunque las expresiones “si”, “entonces” y “solo si” aparecen frecuentemente
en frases cotidianas, su significado no siempre es interpretado correctamente.
Por ejemplo, supongamos que una persona afirma lo siguiente:
Si gano la loterı́a, entonces me compro un auto.
Aquı́, los enunciados “gano la loterı́a” y “me compro un auto” se unen me-
diante el conectivo “entonces”, y al primero se le antepone la palabra “si”. Esto
significa simplemente que la validez del primer enunciado, implica la validez del
segundo. Solo eso. Sin embargo, las siguientes interpretaciones erróneas sobre
la afirmación anterior suelen escucharse en el lenguaje cotidiano:
Si no gana la loterı́a, entonces no se compra el auto. %
Si se compró el auto, entonces es porque ganó la loterı́a. %
La primera interpretación es incorrecta, ya que la persona no dijo qué su-
cederá si no gana la loterı́a. Solamente afirmó algo que harı́a si la ganara. Con
respecto a la segunda, la persona nunca dijo que ganar la loterı́a era la única for-
ma de comprarse el auto. Quizás consiguió prestado el dinero para comprarlo,
vendió algo para conseguirlo, o cualquier otra posibilidad.
L Si A, entonces B. Cuando un enunciado de este tipo es verdadero,
significa que si el enunciado A es verdad, entonces también lo es B.
No establece nada para cuando A es falso. Tampoco significa que si B
es verdadero, entonces A también. Se denota como A ⇒ B, y se lee
también como “A implica B”.
Lo que sı́ se puede deducir, suponiendo que la persona cumple con lo que
afirma, es que:
Si no se compró el auto, entonces no se ganó la loterı́a. "
ya que afirmó que si ganaba, lo compraba. Esto se conoce como el contra-
rrecı́proco de la afirmación hecha, y establece que A ⇒ B es equivalente a
negación de B ⇒ negación de A.
Volviendo a la lista anterior de interpretaciones incorrectas, la segunda habrı́-
a sido correcta si la persona hubiera afirmado que:
Me compro un auto solo si gano la loterı́a.
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	16. De nuevo, la  expresión anterior no afirma que si gana la loterı́a entonces se
compra un auto. Puede ocurrir que utilice todo el dinero para comprar otra cosa.
Solo dice que ganar la loterı́a serı́a la única forma de comprarse un auto.
Esto nos conduce a pensar en un conectivo entre dos expresiones, que nos
permita concluir que si cualquiera de ellas es cierta, la otra también. Para esto
se combinan las expresiones anteriores, para formar lo que se conoce como “si
y solo si”:
Me compro un auto si y solo si gano la loterı́a.
De esta frase se deduce que:
Si se compró el auto, entonces ganó la loterı́a. "
Si ganó la loterı́a, entonces se comprará el auto. "
Si no gana la loterı́a, entonces no se comprará el auto. "
Si no se compró el auto, entonces no ganó la loterı́a. "
L A si y solo si B. Este conectivo se utiliza para relacionar dos
enunciados matemáticos, y significa que la validez de cualquiera de
ellos implica la validez del otro. Esto se denota simbólicamente como
A ⇔ B, ya que significa ambas cosas a la vez: A ⇒ B y B ⇒ A.
Ejercicios
1. Considerar la siguiente afirmación:
√
a + b =
√
a +
√
b, para todo par de números reales positivos a y b.
Para demostrar que es falsa, ¿debo probar que la igualdad nunca vale o debo
hallar un par de números reales positivos a y b para los cuales no vale?
2. Considerar la siguiente afirmación:
√
a ⋅ b =
√
a ⋅
√
b, para todo par de números reales positivos a y b.
Para demostrar que es verdadera, ¿es suficiente con probar que la igualdad
vale para muchos pares de números reales positivos a y b?
3–5. Para estos ejercicios, suponer que la persona cumple exactamente con lo
que afirma, y determinar qué conclusiones pueden deducirse con certeza a
partir de dicha afirmación.
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	17. 3. “Si el  examen comienza por la tarde, entonces iré caminando.”
(a) Si fue caminando, ¿entonces el examen comenzó por la tarde?
(b) Si el examen comienza por la noche, ¿entonces no irá caminando?
(c) Si no fue caminando, ¿entonces el examen no comenzó por la tarde?
(d) Si el examen comienza por la tarde, ¿entonces irá caminando?
4. “Iré caminando al examen solo si comienza por la tarde.”
(a) Si fue caminando, ¿entonces el examen comenzó por la tarde?
(b) Si el examen comienza por la noche, ¿entonces no irá caminando?
(c) Si no fue caminando, ¿entonces el examen no comenzó por la tarde?
(d) Si el examen comienza por la tarde, ¿entonces irá caminando?
5. “Iré caminando al examen si y solo si comienza por la tarde.”
(a) Si fue caminando, ¿entonces el examen comenzó por la tarde?
(b) Si el examen comienza por la noche, ¿entonces no irá caminando?
(c) Si no fue caminando, ¿entonces el examen no comenzó por la tarde?
(d) Si el examen comienza por la tarde, ¿entonces irá caminando?
6. í Explicar por qué es erróneo el siguiente razonamiento: “Sergio me dijo
que siempre antes de viajar en su auto, lo lleva al taller mecánico para que lo
revisen. Recién vi su auto en el taller, ası́ que debe estar por viajar”.
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	18. Capı́tulo 1
Conjuntos
1.1. El  concepto de conjunto
El concepto de conjunto es muy intuitivo y representa para la matemática la
misma idea que en la vida cotidiana: una colección de “objetos” que poseen al-
guna propiedad en común. Los objetos que conforman un conjunto son llamados
elementos.
Por ejemplo, podemos considerar el conjunto de los dı́as de la semana, el
conjunto de las letras del abecedario, el conjunto de las provincias de Argentina,
y ası́ podemos hallar una cantidad infinita de ejemplos de conjuntos.
Un requisito clave para que una agrupación de objetos pueda ser llamada
conjunto, es que se pueda determinar si cierto objeto pertenece o no a él. Luego,
la agrupación de objetos lindos no es un conjunto ya que habrá cosas que para
algunos son lindas pero para otros no.
Usualmente se usan letras mayúsculas para denotar al conjunto, y letras mi-
núsculas para sus elementos, aunque esto es solamente una convención y no una
regla.
Un conjunto puede definirse de las dos siguientes maneras:
por extensión: enumerando todos y cada uno de sus elementos;
por comprensión: diciendo cuál es la propiedad que los caracteriza.
Ejemplo 1. Definiendo conjuntos. Para comprender lo anterior, consideremos
el conjunto A de las vocales. Para definir A por extensión escribimos
A = {a, e, i, o, u},
1
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	19. Capı́tulo 1. Conjuntos
mientras  que por comprensión se escribe
A = {las vocales} o bien A = {x: x es vocal}.
En el último caso se lee “A es el conjunto de todas las x tal que x es vocal”, es
decir, los dos puntos se leen como “tal que”. ∠
Notar que un conjunto se denota encerrando entre llaves a sus elementos
(separando los mismos con comas si se define por extensión), o a su propiedad
caracterı́stica (si se define por comprensión).
Un conjunto puede ser finito, es decir, puede estar formado por una cantidad
finita de elementos (por ejemplo 5 elementos, 10 o un millón de elementos, no
importa si son muchos, e incluso puede no tener ninguno), o bien contener una
cantidad infinita de ellos y, en tal caso, se llama conjunto infinito. Por ejemplo,
el conjunto de los números naturales (que veremos en detalle en el Capı́tulo 2)
es un conjunto infinito. Si queremos enunciar este conjunto por extensión, se
utilizan los puntos suspensivos para indicar que la lista de elementos sigue:
N = {1,2,3,4,5,6,7,...}.
Si x es un elemento de un conjunto A dado, se dice que x pertenece a A, y
se denota
x ∈ A.
En caso contrario, si x no es un elemento de A, se denota x ∉ A. Por ejemplo,
para el caso del conjunto A de las vocales tenemos que e ∈ A, pero m ∉ A.
Una relación natural entre conjuntos es la igualdad. Se dice que dos conjun-
tos A y B son iguales si ambos tienen exactamente los mismos elementos, y en
tal caso escribimos A = B. Notar que los siguientes conjuntos son iguales
A = {a, e, i, o, u}, B = {i, o, u, a, e}, C = {a, o, e, a, o, u, i},
ya que al definir un conjunto no importa en qué orden se listen los elementos ni
cuántas veces se repita a cada uno. ’ Luego, A = B = C.
Existe otra relación entre conjuntos que también es muy natural, y es la de
inclusión. Se dice que un conjunto A está incluido (o contenido) en otro con-
junto B, si todo elemento de A es también elemento de B. Si esto ocurre, se
denota por
A ⊆ B.
También suele decirse que A es subconjunto de B. Por ejemplo, si como an-
tes A es el conjunto de las vocales, y B es el conjunto de todas las letras del
abecedario, entonces A ⊆ B. También {e} ⊆ A.
Ÿ Si A = B, entonces también vale que A ⊆ B y que B ⊆ A. Recı́procamente,
si tenemos que A ⊆ B y que B ⊆ A, entonces se puede concluir que A = B.
2
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	20. 1.1. El concepto  de conjunto
o No deben confundirse los sı́mbolos ∈ y ⊆, ya que el primero relaciona un
elemento con un conjunto, mientras que el segundo se usa para relacionar dos
conjuntos. Luego, para el caso del conjunto A de las vocales, es correcto escribir
e ∈ A, y también {e} ⊆ A, "
pero es incorrecto escribir
e ⊆ A, y también {e} ∈ A. %
El último caso serı́a correcto si los elementos del conjunto A fueran a su vez
otros conjuntos. Por ejemplo, si
A = {{a, i},{e},{e, u}},
entonces A es un conjunto cuyos elementos son los conjuntos {a, i}, {e} y
{e, u}. En este caso sı́ es verdad que {e} ∈ A, ya que ahora el conjunto com-
puesto por la letra “e” es un elemento de A. Sin embargo, no es verdad ahora
que e ∈ A.
Para aclarar las ideas, puede pensarse un conjunto como una “bolsa” que
tiene elementos adentro. Entonces, en el ejemplo anterior, se trata de una gran
bolsa, conteniendo a su vez otras bolsas: una que contiene la letra e, y otras dos
con dos letras cada una. Entonces, los elementos de la bolsa grande son a su vez
bolsas (sin importar lo que estas contengan).
Existe un conjunto muy particular llamado conjunto vacı́o, que como su
nombre lo indica, es el que no contiene elementos. Este conjunto se denota como
∅ o {} (pero es incorrecto escribir {∅}, ya que esto define un conjunto formado
por el conjunto vacı́o como único elemento, y al contener un elemento, ya no es
un conjunto vacı́o).
Notar que el conjunto vacı́o está contenido en cualquier otro conjunto, es
decir, ∅ ⊆ A para todo conjunto A. Esto es cierto ya que para que se verifique
la inclusión, se debe cumplir que todo elemento del conjunto vacı́o sea también
un elemento de A, pero como el vacı́o no tiene elementos, no hay nada que
chequear. Además, es claro que todo conjunto A está incluido en sı́ mismo, es
decir, A ⊆ A. Por lo tanto, todo conjunto A tiene siempre como subconjuntos al
vacı́o y a sı́ mismo.
Se dice que B es subconjunto propio de A, si B es subconjunto de A pero
“es más chico” que A (es decir, no es el mismo A). Esto significa que existen
elementos de A que no están en B, lo que en sı́mbolos se expresa como:
B ⊆ A y B ≠ A.
Para indicar que B es subconjunto propio de A se utiliza la notación B ⊊ A.
3
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L  Una forma de comprender mejor las relaciones entre conjuntos, y en es-
pecial las operaciones entre ellos que veremos en la próxima sección, es realizar
una representación gráfica de los mismos. Para ello se utiliza lo que se cono-
ce como diagrama de Venn, en homenaje a su creador, que consiste en lı́neas
circulares u ovaladas cerradas, donde se disponen los elementos señalados me-
diante puntos. El conjunto A de las letras vocales quedarı́a representado ası́:
⋅a
⋅e ⋅i
⋅o
⋅u
A
Si consideramos ahora el conjunto V definido por comprensión como
V = {vocales que aparecen en la palabra “examen”},
es sencillo verificar que V = {a, e}, por lo que V es un subconjunto propio de A.
Esto puede representarse gráficamente como:
⋅a
⋅e ⋅i
⋅o
⋅u
A
V
Ejercicios 1.1
1. Sean A, B y C los siguientes conjuntos definidos por comprensión como
A = {letras que aparecen en la palabra “regalar”},
B = {vocales que aparecen en la palabra “regalar”},
C = {letras que aparecen en la palabra “alegrar”}.
(a) Definirlos por extensión.
(b) Determinar si B ⊆ A y si A = C. Justificar.
2. Dados los conjuntos
F = {1, 2, 3, 4, 5}, G = {2, 4}, H = {{1, 3, 5}, {2},{2, 4}},
decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, justificando la
respuesta:
(a) 2 ∈ F (b) F ⊆ G (c) G ⊆ F
(d) {2, 4} ∈ F (e) {2, 4} ∈ H (f) G ∈ H
(g) {2} ∈ F (h) {2} ∈ H (i) {1, 5} ⊆ F
4
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3. Considerar los conjuntos A = {1, 2, 3, 4}, B = {2, 4} y C = {4, 7}. Res-
ponder y justificar:
(a) ¿B es subconjunto de A?
(b) ¿C es subconjunto de A?
(c) ¿A es subconjunto de C?
(d) ¿B es igual a C?
1.2. Operaciones entre conjuntos
En esta sección analizaremos las siguientes operaciones entre conjuntos:
unión, intersección, diferencia y complemento.
Ù Unión de conjuntos. Dicho de manera informal, la unión de conjuntos
es, como su nombre lo indica, “juntar” todos los elementos pertenecientes a cada
uno, y formar uno nuevo con dichos elementos. Dados dos conjuntos A y B, la
unión de ellos se denota como A ∪ B, y es otro conjunto que contiene todos los
elementos de A y todos los elementos de B. En sı́mbolos, esto se escribe
A ∪ B = {x ∶ x ∈ A o x ∈ B}.
La unión de más de dos conjuntos se define de la misma manera.
Ejemplo 2. Uniendo conjuntos. Sea A el conjunto formado por las letras de la
palabra “imagina”, y sea B = {j, l, a}. Entonces
A ∪ B = {i, m, a, g, n} ∪ {j, l, a} = {i, m, a, g, n, j, l}.
Gráficamente, A ∪ B es la zona sombreada:
⋅i
⋅m ⋅g
⋅a
⋅n
A
⋅j
⋅l
B
∠
Ejemplo 3. Uniendo más de dos conjuntos. Si A = {1,3,5}, B = {2,4,6,8}
y C = {7}, entonces
A ∪ B ∪ C = {1,2,3,4,5,6,7,8}. ∠
5
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Ejemplo  4. Uniendo el conjunto vacı́o. Notar que A ∪ ∅ = A para cualquier
conjunto A. Esto ocurre ya que, al unir con el conjunto vacı́o, no se agrega
ningún elemento. ∠
Ejemplo 5. Uniendo un subconjunto. Si B ⊆ A entonces A ∪ B = A, ya que
los elementos de B no agregan nada nuevo al conjunto “más grande”, que era A.
Por ejemplo, si A = {1,2,3,4} y B = {2,4}, entonces
A ∪ B = {1,2,3,4} = A. ∠
Ù Intersección de conjuntos. Dados dos conjuntos A y B, la intersec-
ción de ellos es el conjunto formado por los elementos que pertenecen a ambos,
es decir, los elementos que tienen en común. Se denota por A ∩ B, y se define
simbólicamente como
A ∩ B = {x ∶ x ∈ A y x ∈ B}.
Como antes, la intersección de más de dos conjuntos se define de la misma
manera. Si A ∩ B = ∅, se dice que A y B son conjuntos disjuntos.
Ejemplo 6. Intersecando conjuntos. Consideremos los conjuntos A y B del
Ejemplo 2, es decir,
A = {i, m, a, g, n}, B = {j, l, a}.
Luego, A ∩ B = {a}, ya que el elemento “a” es el único que pertenece a ambos
conjuntos. Gráficamente, A ∩ B es la zona sombreada:
⋅i
⋅m ⋅g
⋅a
⋅n
A
⋅j
⋅l
B
∠
Ejemplo 7. Intersecando con el conjunto vacı́o. Notar que A ∩ ∅ = ∅ para
cualquier conjunto A, pues ningún elemento está en el conjunto vacı́o. ∠
Ejemplo 8. Intersecando con un subconjunto. Si B ⊆ A entonces A∩B = B,
ya que todos los elementos de B pertenecen también al conjunto “más gran-
de” A. Por ejemplo, si A = {1,2,3,4} y B = {2,4}, entonces se tiene que
A ∩ B = {2,4} = B. ∠
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Ù Diferencia de conjuntos. Llamamos diferencia entre dos conjuntos
A y B al conjunto formado por todos los elementos de A que no están en B.
Denotamos a este conjunto con A − B. En sı́mbolos, esto se escribe como
A − B = {x ∶ x ∈ A y x ∉ B}.
En palabras, el conjunto A − B se forma con todos los elementos de A, a los
cuales les “quitamos” los que a su vez pertenecen a B. De esta definición se
observa que A − B es un subconjunto de A: A − B ⊆ A.
Ejemplo 9. Diferencia de conjuntos. Consideremos los conjuntos A y B del
Ejemplo 2, es decir,
A = {i, m, a, g, n}, B = {j, l, a}.
Luego, A − B = {i, m, g, n}. Gráficamente, A − B es la zona sombreada:
⋅i
⋅m ⋅g
⋅a
⋅n
A
⋅j
⋅l
B
∠
“ Notar que en las operaciones anteriores (unión e intersección), no importaba
el orden en que aparecen los conjuntos. Es decir, A∪B = B∪A y A∩B = B∩A.
Sin embargo, en la diferencia de conjuntos sı́ importa el orden: no es lo mismo
A − B que B − A. Para verlo, es suficiente con observar que en el ejemplo
anterior tenemos que B − A = {j, l}, que corresponde a la zona sombreada en el
siguiente diagrama de Venn:
⋅i
⋅m ⋅g
⋅a
⋅n
A
⋅j
⋅l
B
Muchas veces trabajamos con uno o más conjuntos cuyos elementos pertene-
cen a un conjunto más grande llamado universal, el cual es denotado en general
con la letra U y representado gráficamente en un diagrama de Venn mediante un
rectángulo que contiene a los demás conjuntos con los que estamos trabajando:
7
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A
U
Este  conjunto universal dependerá del caso particular que estemos trabajan-
do. Por ejemplo, si hablamos de las letras de una palabra, podemos tomar como
conjunto universal a todas las letras del abecedario; si trabajamos con el conjun-
to {1,4,7} podemos tomar como conjunto universal al conjunto de los números
naturales, pero también al de los enteros o al conjunto {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
de todos los dı́gitos. Para evitar estas ambigüedades, siempre que sea necesario
indicaremos cuál es el conjunto universal.
Ù Complemento de un conjunto. Dados dos conjuntos A y U tales
que A ⊆ U, el conjunto U − A es llamado el complemento del conjunto A
con respecto a U, y se denota como Ac
U . En otras palabras, Ac
U es el conjunto
formado por todos los elementos de U que no pertenecen a A. Cuando se ha
especificado previamente un conjunto universal U, el complemento de A con
respecto a U se denota simplemente como Ac
.
Ejemplo 10. El complemento de un conjunto. Consideremos el conjunto U =
{a, e, i, o, u} de las vocales, y A = {a, e, o}. Entonces, tenemos que
Ac
U = U − A = {i, u}.
Gráficamente, Ac
U es la zona sombreada:
⋅a
⋅e
⋅i
⋅o
⋅u
A
U
∠
Ejercicios 1.2
1. Consideremos los conjuntos A, B y C definidos como
A = {1, 2, 3, 4}, B = {2, 4, 5}, C = {3, 4, 6}.
8
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Representar usando diagramas de Venn y por extensión los siguientes con-
juntos, donde el conjunto universal U es el definido en el primer inciso (es
decir, todos los complementos deberán tomarse con respecto a dicho U):
(a) U = A ∪ B ∪ C
(b) A ∩ B
(c) (A ∩ C)c
(d) A ∩ B ∩ C
(e) (A ∪ B) ∩ C
(f) A − C
(g) Bc
(h) (A ∪ B) − C
(i) A ∪ (B − C)
(j) (A ∪ B)c
2. Consideremos los conjuntos A, B y C definidos como
A = {1, 2, 3, 4, 5}, B = {4, 5, 6}, C = {4, 7}.
Representar mediante diagramas de Venn y por extensión los conjuntos indi-
cados en el ejercicio anterior.
3. Sea U un conjunto universal dado, y consideremos A ⊊ U. Utilizar un ejem-
plo particular para intuir (sin demostrar) el resultado de las operaciones A ∩
Ac
y A ∪ Ac
.
9
Manual de Matemática preuniversitaria
 


	27. Manual de Matemática  preuniversitaria
 


	28. Capı́tulo 2
Conjuntos numéricos
2.1.  Números naturales y enteros
Los números naturales forman el primer conjunto de números que fue uti-
lizado por los seres humanos, tanto para contar objetos como para ordenarlos.
Por ejemplo, 1, 4 y 82 son números naturales. El conjunto de los números natu-
rales se denota con el sı́mbolo N. Existe una controversia respecto a considerar
al cero (0) como un número natural, ya que en ciertas ramas de la matemática lo
consideran como tal, pero en otras no. En este texto vamos a excluirlo, es decir,
consideramos
N = {1,2,3,4,5,6,...}.
Usaremos la notación N0 para denotar el conjunto de los números naturales que
incluye al cero, es decir, N0 = N ∪ {0}. El conjunto N puede representarse en
una semirrecta con puntos igualmente espaciados como se ve a continuación:
0 1 2 3 4 5 6 7 8
Se tiene que N es un conjunto ordenado: un número natural es menor que
otro* si está colocado a la izquierda de él en la recta numérica. Por ejemplo, 5 es
menor que 7, lo que se escribe en sı́mbolos como 5 < 7. De la misma forma, un
número natural es mayor que otro, si está colocado a la derecha de él en la recta
numérica. Para denotar con sı́mbolos que 6 es mayor que 3, se escribe 6 > 3.
Como ya mencionamos, N es un conjunto infinito que tiene un primer ele-
mento, pero no un último. Cada número natural tiene un sucesor (es decir, otro
*Como explica el Diccionario panhispánico de dudas de la RAE, el segundo término de esas
comparaciones debe ir introducido por la conjunción que (“El precio es mayor que 10”) o por la
preposición de (“El precio es mayor de lo esperado”), pero censura el uso de la preposición a (“El
precio es mayor a 10” %).
11
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número natural que se encuentra justo a la derecha de él en la recta numérica),
y cada número natural, excepto el 1, tiene un antecesor (el número natural que
se encuentra justo a su izquierda en la recta numérica). Por ejemplo, el sucesor
del número 5 en el conjunto de los números naturales es el 6, mientras que su
antecesor es el 4.
Es claro que entre dos números naturales hay una cantidad finita de números
naturales, por eso se dice que el conjunto es discreto.
“ Por simplicidad, diremos “los números naturales” o “los naturales” para refe-
rirnos al conjunto formado por dichos números. Lo mismo haremos con el resto
de los conjuntos numéricos que presentaremos en esta sección.
Con respecto a la operaciones básicas, recordemos que la suma y multipli-
cación de números naturales dan como resultado otro número natural, pero no
ocurre lo mismo con la resta y con la división. Aunque definiremos formalmente
más adelante estas operaciones, todos conocemos ya su significado.
Para el caso de la resta, el resultado de restar dos números naturales será otro
número natural siempre que el minuendo sea mayor que el sustraendo (es decir,
si m y n son números naturales, entonces m − n ∈ N siempre que m > n). Sin
embargo, no existe un número natural que sea el resultado de hacer la resta 3−18.
Puesto que este tipo de operaciones representan situaciones que aparecen en la
vida cotidiana (por ejemplo, si tengo una deuda de $18 y dispongo solamente de
$3 para entregar, el resultado es que sigo debiendo $15), se agregaron sı́mbolos
que permitieran representarlas. Estos sı́mbolos fueron el cero y los opuestos de
los naturales:
Z = {...,−5,−4,−3,−2,−1,0, 1, 2, 3, 4, 5,...}.
El conjunto Z es llamado conjunto de los números enteros, y se representa en
la recta numérica de la siguiente forma:
0 1 2 3 4 5
-1
-2
-3
-4
-5
Notar que podemos escribir
Z = Z−
∪ {0} ∪ Z+
,
siendo Z−
= {...,−5,−4,−3,−2,−1} el conjunto de los enteros negativos, y
Z+
= {1,2,3,4,5,...} el conjunto de los enteros positivos (o naturales). Ası́,
el conjunto de los números naturales está contenido en el de los enteros.
Los enteros negativos se utilizan para describir valores que se encuentran por
debajo de un valor tomado como referencia: alturas por debajo del nivel del mar,
temperaturas bajo cero, pisos por debajo del suelo (como los edificios que tienen
uno o más subsuelos diseñados para cocheras o depósitos).
12
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Ÿ Al igual que los naturales, los enteros constituyen un conjunto ordenado,
infinito y discreto. La diferencia es que no tiene primer elemento, y todo número
entero tiene un antecesor y un sucesor entero.
Como antes, un número entero es menor que otro si está colocado a la iz-
quierda de él en la recta numérica, y es mayor que otro si está a la derecha de él.
Entonces, tenemos por ejemplo las siguientes relaciones:
−5 < −3; 3 > −2; 0 > −7; 3 < 5.
Lo anterior se lee “−5 es menor que −3”; “3 es mayor que −2”; “0 es mayor que
−7” y “3 es menor que 5”. Notar que todas las desigualdades pueden escribirse
y leerse de otra manera. Por ejemplo, la última puede escribirse también como
5 > 3, y leerse “5 es mayor que 3”.
Ası́, si m y n son números enteros tales que m es mayor que n, podemos
escribir indistintamente
m > n o n < m.
Además, el sı́mbolo n ≤ m se lee “n es menor o igual que m” y significa que o
bien n < m, o bien n = m. Análogamente, m ≥ n se lee “m es mayor o igual
que m” y significa que o bien m > n, o bien n = m. Por ejemplo, 2 ≤ 5 es una
afirmación verdadera, y también lo es 2 ≤ 2.
Ejemplo 11. Utilizando los signos de orden. Si el conjunto A se define por
comprensión como
A = {n ∈ N ∶ n ≤ 5},
entonces A se escribe por extensión como A = {1, 2, 3, 4, 5}. Ahora, si consi-
deramos
B = {n ∈ Z ∶ n ≤ 5},
entonces B se escribe por extensión como B = {...,−3,−2,−1,0,1, 2, 3, 4, 5}.
Si definimos
C = {n ∈ Z ∶ −2 ≤ n < 5},
entonces tenemos que C = {−2,−1,0,1, 2, 3, 4}. Notar que en este último caso
el entero 5 no pertenece al conjunto C, ya que en su definición aparece un signo
“menor” (<) en lugar de un signo “menor o igual” (≤). ∠
Las desigualdades como las que definen al conjunto C del ejemplo anterior
se conocen con el nombre de doble desigualdad, y corresponden a cualquiera
que tenga alguna de las siguientes formas:
a < x < b, a ≤ x < b, a ≤ x ≤ b, a < x ≤ b.
En todos los casos se refiere a los valores de x comprendidos entre a y b, pu-
diendo incluir a uno, ambos o ninguno de estos valores “extremos”, según si la
13
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desigualdad es estricta o no: en el primer caso no incluye a ninguno, en el se-
gundo incluye a a pero no a b, en el tercero se incluye tanto a a como a b, y en el
último a b pero no a a. Ası́, el conjunto C del ejemplo anterior puede escribirse
también de las siguientes formas equivalentes:
C = {n ∈ Z ∶ −2 ≤ n ≤ 4} = {n ∈ Z ∶ −3 < n ≤ 4} = {n ∈ Z ∶ −3 < n < 5}.
No hay que olvidarse de la primera condición “n ∈ Z” que aparece en la defini-
ción de C, ya que está diciendo que debemos quedarnos solamente con los ente-
ros que satisfacen la doble desigualdad (aunque aún no definimos otros números,
sabemos que existen otros no enteros comprendidos entre los extremos dados en
cada caso). Teniendo en cuenta esto, también se puede definir el mismo conjun-
to C como
C = {n ∈ Z ∶ −2 ≤ n ≤ 4.3},
por ejemplo. Ası́, la condición n ≤ 4.3 permite incluir al número no entero 4.3,
pero la condición n ∈ Z lo excluye. En lo anterior, como a lo largo de todo el
libro, se usará el punto como signo separador de los decimales (en lugar de una
coma).
Ejercicios 2.1
1. Ordenar de menor a mayor los siguientes números enteros:
12, −7, 4, 8, −2, 0, −15, 6.
2. Expresar por extensión los siguientes conjuntos:
A = {n ∈ Z ∶ −5 < n ≤ 4}, B = {n ∈ N ∶ −2 ≤ n < 6},
C = {n ∈ Z ∶ 4 ≤ n ≤ 8.2}, D = {n ∈ N ∶ n ≤ 7}.
3. Utilizar desigualdades dobles para expresar los siguientes conjuntos:
E = {2,3}, F = {−2, −1, 0, 1, 2, 3, 4}, G = {7, 8, 9, 10, 11}.
4. Determinar si los siguientes conjuntos tienen un primer elemento. En caso de
tenerlo, indicar cuál es:
H = {n ∈ N ∶ n ≥ 4.5}, I = {n ∈ Z ∶ n ≤ 8},
J = {J ∈ N ∶ n ≤ 8}, K = {n ∈ Z ∶ n ≥ −3}.
2.2. Números racionales e irracionales
Ası́ como vimos que fue necesario agregar sı́mbolos (los enteros) que repre-
senten el resultado de restarle a un número natural otro natural mayor o igual
14
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que el primero, veremos ahora un nuevo conjunto numérico, que permite repre-
sentar el resultado de dividir dos naturales cualesquiera. Es ası́ como surgen los
números racionales, ligados con el concepto de fracción. Si bien no se profundi-
zará aquı́ en el concepto de fracción (ya que pertenece a la formación básica del
alumno), recordaremos brevemente la idea: si n,m ∈ N, entonces en la fracción
n
m
el número m es llamado denominador y representa en cuántas partes igua-
les se ha dividido la unidad (el todo), mientras que n es llamado numerador
y nos indica cuántas de dichas partes se deben tomar. Por ejemplo, la imagen a
continuación representa gráficamente a la fracción 3
5
.
Cuando el numerador es menor que el denominador, la fracción es llamada
propia y su valor es menor que 1. En caso contrario, es llamada impropia, siem-
pre que el numerador no sea un múltiplo del denominador. Si el numerador es
un múltiplo del denominador, la fracción es llamada aparente, pues en realidad
representa un valor entero. Tanto las fracciones impropias como las aparentes,
corresponden a un número mayor o igual que la unidad.
2
5
7
5
21
3
propia impropia aparente
Dos fracciones n
m
y p
q
son equivalentes si representan la misma parte del
todo, y en tal caso se denota
n
m
=
p
q
.
Por ejemplo, las siguientes fracciones son equivalentes, ya que todas representan
la mitad del todo:
1
2
=
2
4
=
5
10
.
Para definir formalmente el conjunto de los números racionales, se gene-
raliza el concepto de fracción permitiendo valores negativos. Precisamente, el
conjunto Q de los números racionales se define como
Q = {
n
m
∶ n,m ∈ Z,m ≠ 0}.
Es decir, es el conjunto formado por todas las fracciones con numerador y de-
nominador ambos números enteros, y denominador no nulo (es decir, distinto
de cero). Dos fracciones equivalentes representan el mismo número racional.
Luego, los racionales −n
m
y n
−m
son iguales, y se los representa como − n
m
. ’
15
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L Lo siguiente resulta un criterio muy útil para determinar si dos fracciones
son equivalentes o no: si n,m,p,q ∈ Z con m,q ≠ 0, entonces
n
m
= p
q
si y solo si nq = pm.
Todo número racional en forma de fracción de enteros puede expresarse en
base decimal. Desde el punto de vista numérico, la fracción n
m
posee una expre-
sión decimal, la cual se obtiene haciendo la división de n entre m. Las represen-
taciones decimales de números racionales no enteros son de dos tipos: decima-
les exactos o decimales periódicos (puros o mixtos). Al alumno que no recuerde
estos conceptos u otros relacionados (como representación de fracciones en la
recta numérica), se recomienda que haga un breve repaso de los mismos.
Notar que n
1
= n para cualquier entero n, por lo que el conjunto de los
números enteros representa un subconjunto de los racionales.
Una fracción irreducible es aquella que no se puede simplificar (reducir),
lo que significa que no existe otra fracción equivalente que se pueda escribir
con “números más pequeños”. Hablando en términos matemáticos, una fracción
es irreducible cuando el numerador y el denominador no tienen divisores en
común (además de la unidad), por lo que se dice que está escrita en su mı́nima
expresión. Para llevar una fracción a su forma irreducible, se divide tanto su
numerador como su denominador por un mismo entero que sea factor común a
ambos, hasta que sea posible. Este proceso es conocido como “simplificar” la
fracción. Por ejemplo, la fracción 12
18
puede reducirse dividiendo por 6 tanto el
numerador como el denominador, para llevarla a su forma irreducible 2
3
.
12
18
=
2
3
↝ forma irreducible.
Cada fracción se representa como un punto de la recta numérica, y se ubica
en una posición intermedia entre dos números enteros consecutivos. Podemos
comparar dos números racionales cuyos denominadores son positivos de la si-
guiente manera:
n
m
<
p
q
si y solo si nq < pm (m,q > 0).
Si se quiere aplicar el criterio anterior para racionales negativos, observemos
que, como se dijo antes, − n
m
= n
−m
= −n
m
para todo par de naturales n y m,
por lo que siempre podemos hacer que el numerador se “lleve” el signo menos,
obteniendo ası́ denominador positivo.
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Recordemos que la suma y el producto de dos racionales se definen respec-
tivamente como:
n
m
+
p
q
=
nq + pm
mq
,
n
m
⋅
p
q
=
np
mq
.
Una propiedad fundamental de los números racionales que queremos recor-
dar aquı́ es la de orden denso*. Esta propiedad establece que:
L Si x e y son dos números racionales tales que x < y, entonces existe otro
racional z satisfaciendo x < z < y.
Esto dice que entre dos números racionales hay siempre otro racional entre
ellos (lo cual no es cierto con los enteros, pues entre dos consecutivos no hay
otro entero estrictamente comprendido entre ellos), y de esto puede deducirse
que entre dos números racionales (que pueden estar tan cerca entre sı́ como se
quiera), hay infinitos racionales. Pero, ¿cómo pasamos de decir que existe uno
a que existen infinitos? Muy simple, tomemos dos números racionales x e y, y
supongamos que x < y. Sabemos entonces que existe z1 ∈ Q tal que x < z1 < y.
Volviendo a aplicar el mismo razonamiento con el nuevo par de racionales z1 e
y (o con x y z1), tenemos que existe otro número racional z2 tal que z1 < z2 < y.
De esta manera podemos seguir, y encontrar una lista sin fin de racionales zi
todos diferentes, comprendidos entre x e y. ü
Sin embargo, a pesar de existir tantos números racionales, se ha demostrado
que existen números que no pueden expresarse como n
m
, para ningún par de
enteros n y m (m ≠ 0). Estos números son llamados irracionales, y son aquellos
cuya expresión decimal tiene infinitas cifras no periódicas. Algunos irracionales
“famosos” son
√
2 = 1.41421356237...
√
3 = 1.73205080757...
π = 3.14159265359...
e = 2.71828182846...
El conjunto de todos los números irracionales se denota con el sı́mbolo I. Notar
que un número es o bien racional, o bien irracional, pero no puede ser ambas
cosas a la vez. Es decir, Q e I son conjuntos disjuntos, lo que denotábamos
como Q ∩ I = ∅.
*Esta propiedad es a veces llamada densidad de los racionales, pero no es correcto, ya que la
densidad es una propiedad que relaciona un conjunto con otro, y no es una propiedad del conjunto
en sı́ mismo.
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Ejercicios 2.2
1. Clasificar las siguientes fracciones según sean propias, impropias o aparentes:
3
4
,
7
4
,
9
3
,
9
4
,
3
7
.
2. Determinar si los siguientes pares de fracciones son equivalentes o no. Justi-
ficar.
2
3
y
8
24
;
1
3
y
8
24
;
3
4
y
9
8
;
5
3
y
15
9
.
3. Completar las casillas vacı́as de modo de obtener fracciones equivalentes:
4
5
=
16
;
3
7
=
28
;
5
3
=
−5
;
−6
4
=
2
.
4. Reducir las siguientes fracciones a su mı́nima expresión:
10
8
,
9
24
,
−1
−3
,
28
21
,
36
60
.
5. ? Un tanque tiene una capacidad de 1200 litros de agua. Indicar los litros
de agua que hay en 2
5
y en 3
4
del tanque, y realizar un gráfico que ilustre estas
cantidades.
6. © Se disponen de $2975 para organizar una cena, de los cuales se destinan 2
7
para bebida y 3
5
para comida. Indicar cuánto dinero se usará en bebida y
cuánto en comida. ¿Qué fracción del total queda disponible para otros gastos?
7.  En un supermercado hay dos marcas de leche. La leche marca A viene en
un envase de 600 cm3
que cuesta $24, mientras que el precio de la leche mar-
ca B es de $21 y contiene 700 cm3
. Hallar qué fracción de un litro contiene
cada envase, y usarlo para determinar el valor del litro de cada marca.
2.3. Números reales
El conjunto de los números reales es denotado por R, y se define como
R = Q ∪ I.
Es decir, todos los números presentados anteriormente son números reales. Pen-
sando a todos los conjuntos numéricos como elementos despojados de las ope-
raciones que estudiaremos en lo que resta de la sección, tenemos la siguiente
representación gráfica:
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Q  I
R
N
Z
2.3.1. Operaciones y propiedades
Comenzaremos recordando las propiedades de la suma de números reales.
ÏPropiedades de la suma. Para x, y y z reales cualesquiera, la suma satisface
las siguientes propiedades:
Conmutativa: x + y = y + x (el orden de los términos no afecta al resul-
tado).
Asociativa: x + (y + z) = (x + y) + z (podemos elegir cómo agrupar).
Neutro aditivo: x + 0 = x (sumar cero no afecta al número).
Existencia de inverso aditivo: para cada x ∈ R existe un único elemento
en R denotado por −x, llamado opuesto de x, que satisface x + (−x) = 0.
o Con respecto a la existencia de opuesto, es importante notar dos cosas. La
primera es que no significa que −x sea un número negativo, sino que simple-
mente denota el opuesto del número x. Si x es negativo, entonces su opuesto −x
será positivo. Por ejemplo, el opuesto de 3 es −3, mientras que el opuesto de −5
es 5. En sı́mbolos, −(−5) = 5. Esto se escribe en forma general como
−(−x) = x,
y significa que el opuesto del opuesto de un número, es dicho número. Observar
que el opuesto del cero es él mismo, y es el único entero que satisface ser el
opuesto de sı́ mismo.
Lo segundo a remarcar es que si en lugar de R nos restringimos a un conjunto
más pequeño como el de los naturales N, entonces la propiedad de existencia de
opuesto dentro del conjunto no se cumple, ya que el opuesto de cualquier natural
es negativo, por lo que no pertenece a N. Si nos restringimos a Z, Q o I, sı́ se
cumple.
Recordemos ahora las propiedades del producto de números reales.
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ÏPropiedades del producto. Si x, y y z son reales cualesquiera, entonces
valen las siguientes propiedades para el producto:
Conmutativa: x⋅y = y⋅x (el orden de los factores no afecta al resultado).
Asociativa: x ⋅ (y ⋅ z) = (x ⋅ y) ⋅ z (podemos elegir cómo agrupar).
Neutro multiplicativo: x ⋅ 1 = x (multiplicar por 1 no afecta al número).
Existencia de inverso multiplicativo: para cada x ∈ R distinto de cero,
existe un único elemento en R denotado por x−1
o 1
x
, llamado inverso
multiplicativo o recı́proco de x, que satisface x ⋅ x−1
= 1.
o Al igual que con el elemento opuesto, si nos restringimos ahora a N o
incluso a Z, no se cumple que todo elemento tenga un inverso multiplicativo
allı́. De hecho, ningún entero, excepto 1 y −1, tienen inverso multiplicativo que
sea entero. Por ejemplo, el inverso de 5 es 1
5
(pues 5⋅ 1
5
= 1), el cual no es entero.
En cambio, sı́ se cumple que todo número en Q (distinto de cero) tiene su inverso
multiplicativo en Q, y lo mismo ocurre en I.
Observar que el inverso del inverso de un número distinto de cero, es dicho
número. Por ejemplo, (5−1
)−1
= (1
5
)
−1
= 5. En forma general, si x ≠ 0 entonces:
(x−1
)
−1
= x.
A lo largo de todo el texto, como es usual, usaremos en forma indistinta la
notación xy o x ⋅ y para indicar el producto entre x e y.
De las propiedades anteriores se puede deducir la regla de los signos:
x(−y) = (−x)y = −(xy) y (−x)(−y) = xy.
La regla anterior se recuerda de manera “gráfica” como:
+ × − = −
− × − = +
Antes de pasar a las demás operaciones, recordemos una propiedad conjunta
de la suma y el producto:
Distributiva del producto respecto de la suma: para cualesquiera núme-
ros reales x, y y z, se tiene
x(y + z) = xy + xz.
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Utilizaremos  la suma y el producto para definir las demás operaciones: resta
o diferencia, división, potenciación, radicación y logaritmo.
Ù Resta o diferencia. La diferencia entre dos números reales x e y se
define como la suma entre x y el opuesto de y:
x − y = x + (−y).
De la definición anterior se deduce que la diferencia no es conmutativa. Esto
significa que x − y ≠ y − x. Por ejemplo:
3 − 5 = 3 + (−5) = −2, pero 5 − 3 = 5 + (−3) = 2.
Además, la definición implica que
x − (−y) = x + y.
L De esto se sigue la conocida regla para eliminar un paréntesis que está
precedido por el signo menos: hay que cambiar los signos de cada término dentro
del mismo.
Ejemplo 12. Hallar el resultado de (−2) + 5 − (1 + (−3) + 2 − (−1 + 2)).
Solución:
(−2) + 5 − (1 + (−3) + 2 − (−1 + 2)) = −2 + 5 − (1 − 3 + 2 + 1 − 2)
= −2 + 5 − (−1)
= −2 + 5 + 1 = 4. ∠
No debemos olvidar la “jerarquı́a” de las operaciones: se debe calcular pri-
mero lo que está entre paréntesis, corchetes y llaves. Las restas se calculan de
izquierda a derecha. Recordaremos luego el orden en que se realizan las opera-
ciones combinadas.
Al estar la resta definida mediante la suma, se obtiene fácilmente la propie-
dad distributiva del producto respecto de la resta:
x(y − z) = x(y + (−z)) = xy + x(−z) = xy − xz.
Ù División o cociente. El cociente entre dos números reales x e y, con
y ≠ 0, se define como el producto entre x y el inverso de y:
x
y
= x ⋅
1
y
= x ⋅ y−1
.
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El cociente x
y
también se denota x ∶ y. De la definición anterior se deduce que la
división no es conmutativa: x ∶ y ≠ y ∶ x. Por ejemplo:
10 ∶ 5 = 2, pero 5 ∶ 10 = 1
2
.
De hecho, si x = 0 entonces y ∶ x no está definido (no se permite dividir por
cero), mientras que x ∶ y = 0 siempre que y sea distinto de cero.
De la definiciones de cociente e inverso multiplicativo, para x e y distintos
de cero, se concluye que
1
x
y
=
y
x
.
Al estar el cociente definido mediante el producto, se obtiene fácilmente la
propiedad distributiva del cociente respecto de la suma:
x + y
z
= (x + y) ⋅ z−1
= xz−1
+ yz−1
=
x
z
+
y
z
.
donde z ≠ 0. Análogamente se obtiene la propiedad distributiva del cociente
respecto de la resta:
x − y
z
=
x
z
−
y
z
.
o Un error frecuente es aplicar “al revés” la propiedad distributiva. Para el
caso general,
x
y + z
≠
x
y
+
x
z
.
Este y otros errores frecuentes se enuncian en el Ejercicio 5 al finalizar la sec-
ción.
Pasaremos ahora a la potencia y la radicación, las cuales se definen en un
orden determinado, el cual esquematizamos a continuación para organizar las
ideas:
Potencias con exponente natural o cero
Potencias con exponente entero Raı́ces con ı́ndice natural
Potencias con exponente racional
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Luego  analizaremos el caso de potencias con exponente real, pero de manera
no formal, ya que la definición precisa escapa a los contenidos de este libro.
Ù Potencia. Los nombres de los elementos que intervienen en una potencia
son solamente dos:
xn
base
exponente
Ù Potencia con exponente natural o cero: Como se indicó en el esquema,
comenzaremos recordando la definición de potencia con base real y exponente
natural: si x es un número real y n un natural mayor que uno, la potencia xn
se
define como el producto de x consigo mismo n veces:
xn
= x ⋅ x ⋅ x ⋅ ... ⋅ x
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
n factores
.
Por ejemplo:
x2
= x ⋅ x, x3
= x ⋅ x ⋅ x, x4
= x ⋅ x ⋅ x ⋅ x.
En lo anterior, x2
se lee como “x al cuadrado”, x3
como “x al cubo”, y x4
como
“x a la cuarta”. La definición de potencia se completa para todos los exponentes
naturales con x1
= x (caso n = 1).
Si n = 0, se define x0
= 1 siempre que x ≠ 0. Es decir, todo número no nulo
elevado a la potencia cero es igual a uno, por definición*:
x0
= 1, x ≠ 0.
Sin embargo, no existe definición para cero elevado a la cero, por lo que 00
es
llamado una indeterminación.
Ejemplo 13. Calculando potencias. Aplicaremos la definición de potencia para
calcular las indicadas a continuación:
23
= 2 ⋅ 2 ⋅ 2 = 8,
(−2)3
= (−2) ⋅ (−2) ⋅ (−2) = −8,
24
= 2 ⋅ 2 ⋅ 2 ⋅ 2 = 16,
(−2)4
= (−2) ⋅ (−2) ⋅ (−2) ⋅ (−2) = 16. ∠
*Esta definición no es arbitraria sino que se origina a partir de la división de potencias de igual
base, en cuyo caso, como veremos luego, los exponentes se restan: si x ≠ 0, x3 ∶ x3 = x3−3 = x0.
Pero por otro lado, todo número dividido por sı́ mismo es uno, por lo que x3 ∶ x3 = x3−3 = 1.
Igualando se obtiene x0 = 1, siempre que x ≠ 0.
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En el ejemplo anterior hemos combinado la definición de potencia junto con
la regla de los signos. El procedimiento realizado nos permite concluir que cual-
quier número real, ya sea positivo o negativo, elevado a una potencia par da
como resultado un número positivo. En cambio, si la potencia es impar, el signo
no se altera: un número positivo elevado a una potencia impar da como resulta-
do otro número positivo, y al elevar un número negativo a una potencia impar se
obtiene otro negativo. Entonces, para a ≥ 0 y n natural, se tiene que:
(−a)n
= {
an
, si n es par;
−(an
), si n es impar.
(2.3.1)
Ejemplo 14. Exponentes pares e impares. De la definición de potencia tene-
mos que:
32
= 9, 25
= 32.
Para bases negativas, aplicando (2.3.1) obtenemos
(−3)2
= 9, (−2)5
= −32.
Notar que si a = 1, entonces
(−1)180
= 1 pero (−1)175
= −1,
donde en este caso lo único que importó es que 180 es par, y 175 es impar. ∠
Ù Potencia con exponente entero: Extenderemos ahora la definición de po-
tencia a exponentes enteros (es decir, veremos qué significa, por ejemplo, x−3
).
Si n es un número natural y x ≠ 0, se define
x−n
=
1
xn
.
Se pide x ≠ 0 porque no es posible dividir por cero.
Ejemplo 15. Calculando potencias enteras. Aplicando la definición, obtene-
mos:
2−3
=
1
23
=
1
8
,
(−3)−2
=
1
(−3)2
=
1
9
,
(
5
3
)
−2
=
1
(5
3
)
2
=
1
25
9
=
9
25
= (
3
5
)
2
. ∠
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L  El proceso efectuado en el último ejemplo se puede escribir en forma
general para obtener una regla para elevar fracciones a exponentes enteros ne-
gativos: hay que elevar la fracción recı́proca (es decir, la fracción que se obtiene
“dando vuelta” la original, que no es más que el inverso multiplicativo de ella),
pero ahora con exponente positivo:
(
p
q
)
−n
= (
q
p
)
n
.
Como caso particular de lo anterior con p = 1 tenemos que:
(
1
q
)
−n
= qn
.
“ En palabras, la fórmula anterior nos dice que un denominador con exponente
negativo, se transforma en numerador con exponente positivo.
Ejemplo 16. Simplificando expresiones. Simplificar la siguiente expresión:
(
5
3
)
−2
32
5
1
3−2
.
Solución: Primero aplicaremos las observaciones anteriores y la definición de
potencia, y luego efectuaremos el producto:
(
5
3
)
−2
32
5
1
3−2
= (
3
5
)
2
32
5
32
= (
3
5
⋅
3
5
) ⋅
32
5
⋅ 32
=
3 ⋅ 3 ⋅ 3 ⋅ 3 ⋅ 3 ⋅ 3
5 ⋅ 5 ⋅ 5
=
36
53
. ∠
A través de la definición de potencia hemos adelantado en el cálculo anterior
una de las propiedades que enunciaremos luego (pág. 29) para exponentes más
generales: cuando se multiplican potencias de igual base los exponentes se su-
man. Lo hemos usado para exponentes naturales, y es una consecuencia directa
de la definición:
xn
⋅ xm
= x ⋅ x ⋅ ... ⋅ x
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
n factores
⋅x ⋅ x ⋅ ... ⋅ x
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
m factores
= x ⋅ x ⋅ ... ⋅ x
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
n+m factores
= xn+m
.
Siguiendo el esquema planteado, antes de definir potencias con exponente
racional, necesitaremos la definición de la radicación con ı́ndice natural.
Ù Radicación. Para n natural, decimos que un número r es raı́z n-ésima
del número x, si satisface que
rn
= x.
Para los casos n = 2 y n = 3, estas raı́ces se conocen como raı́z cuadrada y raı́z
cúbica, respectivamente.
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Ejemplo 17. Hallando raı́ces.
2 es raı́z cúbica de 8, pues 23
= 8.
−2 es raı́z cúbica de −8, pues (−2)3
= −8.
2 es raı́z quinta de 32, pues 25
= 32.
9 es raı́z cuadrada de 81, pues 92
= 81. Pero también (−9)2
= 81, por lo
que −9 también es raı́z cuadrada de 81. Entonces, las raı́ces cuadradas de
81 son ±9 (se utiliza el sı́mbolo ± para indicar tanto el valor positivo como
el negativo).
Puesto que 24
= 16 y (−2)4
= 16, 2 es raı́z cuarta de 16, y −2 también.
No existe ningún número real que sea raı́z cuadrada de −4, pues todo
número real elevado al cuadrado da como resultado un número no negati-
vo.
No existe ningún número real que sea raı́z cuarta de −16, pues todo núme-
ro real elevado a la cuarta da como resultado un número no negativo. ∠
El ejemplo anterior, junto con (2.3.1), nos conducen a la siguiente conclusión
sobre las raı́ces n-ésimas de un número x:
x
n
Par Impar
+ Positivo dos raı́ces reales  una raı́z real positiva 
− Negativo no tiene raı́z real % una raı́z real negativa 
L Como observamos en el cuadro anterior, si n es impar entonces para cada
número real x existe un único número real r satisfaciendo rn
= x. Esto se denota
como n
√
x = r. Por ejemplo, 3
√
8 = 2 y 3
√
−8 = −2. En cambio, si n es natural y x
positivo, existen dos valores reales satisfaciendo rn
= x. Se llama raı́z n-ésima
principal de x al único número real positivo r que satisface dicha igualdad.
Utilizamos en este caso la notación n
√
x = r para indicar a esta raı́z principal.
Cuando n = 2, por convención no se coloca el ı́ndice: 2
√
x se escribe como
√
x.
Por ejemplo,
√
16 = 4. Además, para cada natural n tenemos que n
√
0 = 0, pues
0n
= 0 sin importar el valor de n. Si x es negativo y n es par, el sı́mbolo n
√
x no
está definido, ya que no es posible encontrar ningún número real r que verifique
rn
= x.
Llamamos radicación al proceso de calcular la raı́z n-ésima n
√
x de un
número x, con n natural, siempre que sea posible. Los nombres de los elementos
involucrados en esta operación son:
n
√
x
radical
ı́ndice radicando
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o  Repetimos que cuando aparece una raı́z con radicando positivo e ı́ndice
par, el sı́mbolo n
√
representa solamente al valor de la raı́z principal (es decir,
el positivo). Este valor es el que arroja la calculadora en dicho caso P. Por
ejemplo:
√
4 = 2,
4
√
81 = 3. 
√
4 = ±2,
4
√
81 = ±3. %
Ejemplo 18. Resolver el siguiente ejercicio combinado:
2
√
25 −
4
√
16 + 3
5
√
32 −
3
√
−8.
Solución:
2
√
25 −
4
√
16 + 3
5
√
32 −
3
√
−8 = 2 ⋅ 5 − 2 + 3 ⋅ 2 − (−2)
= 10 − 2 + 6 + 2 = 16. ∠
“ En el ejemplo anterior hemos tenido en cuenta la jerarquı́a de las operaciones
(es decir, el orden en que deben resolverse), lo que recuerda la conocida frase
“las sumas y restas separan términos”. Esto significa que primero se resuelven
las operaciones dentro de un mismo término, y por último se realizan las sumas
y las restas:
4 + 10 ∶ 2 ≠ 14 ∶ 2 = 7 % 4 + 10 ∶ 2 =
³µ
4 +
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
10 ∶ 2 = 4 + 5 = 9 
Como es sabido, los paréntesis, corchetes y llaves imponen su orden en las ope-
raciones.
Ù Potencia con exponente racional: La definición de raı́z con ı́ndice natural
nos permite extender la definición de potencia al caso de exponente racional. Es
decir, veremos ahora el significado de, por ejemplo, x
4
5 o x−
3
7 . Sean m ∈ Z y
n ∈ N tal que m
n
es irreducible, y sea x ∈ R. Se define
x
m
n =
n
√
xm.
en caso de que sea posible. Lo ilustramos a continuación.
Ejemplo 19. Exponentes racionales.
2
4
3 =
3
√
24 = 3
√
16 *
5
1
2 =
√
5
*Luego de ver las propiedades de la potencia y raı́z simplificaremos esta expresión.
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	45. Capı́tulo 2. Conjuntos  numéricos
5−
1
3 =
3
√
5−1 = 3
√
1
5
(−27)
1
3 = 3
√
−27 = −3
(−27)−
1
3 = 3
√
(−27)−1 = 3
√
− 1
27
= −1
3
(−2)
2
5 = 5
√
(−2)2 = 5
√
4
(−4)
5
6 = 6
√
(−4)5 = 6
√
−1024 ↝ no existe en R por ser ı́ndice par y radi-
cando negativo. ∠
El ejemplo anterior, junto a lo que ya conocemos sobre radicación, nos con-
duce a las 3 posibilidades siguientes para x
m
n cuando la base x es negativa:
m par, n impar. Es un número positivo (pues xm
es positivo). 
m impar, n impar. Es un número negativo (pues xm
es negativo). 
m impar, n par. No tiene solución en R (pues xm
es negativo). %
Notar que la opción m y n ambos pares se descarta en la lista anterior pues
en tal caso la fracción m
n
no estarı́a en su forma irreducible. Concluimos que
la potencia con base negativa y exponente racional irreducible solamente
existe cuando el denominador de dicho exponente es impar. ’
o No hay que dejar pasar los dos requisitos sutiles pero fundamentales sobre
el exponente racional m
n
establecidos en la definición de potencia: el primero es
que al pedir m entero y n natural, es el numerador m el que se está “llevando
el signo” de la fracción. Por ejemplo, si el exponente es −3
4
, tomamos m = −3
y n = 4. Esto se debe a que el denominador n pasa a ser el ı́ndice de la raı́z, la
cual definimos solamente para ı́ndices naturales. El segundo requisito es que la
fracción sea irreducible. En realidad esto no será necesario cuando la base sea
positiva, pero como veremos en el ejemplo siguiente, si la base es negativa y el
exponente no se encuentra en su mı́nima expresión, podemos obtener resultados
absurdos.
Ejemplo 20. Se debe reducir el exponente. Supongamos que queremos calcu-
lar (−2)
6
2 y no observamos que el exponente puede reducirse a 3. Entonces, si
aplicamos la definición de potencia con exponente racional sin reducir la frac-
ción, obtenemos
(−2)
6
2 =
√
(−2)6 =
√
64 = 8.
Sin embargo, si observamos que 6
2
= 3, tenemos
(−2)
6
2 = (−2)3
= (−2) ⋅ (−2) ⋅ (−2) = −8,
obteniendo ası́ un resultado diferente al primero. Este último es el correcto, pues
se obtuvo respetando la definición. ∠
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Como  se pudo observar, hay que tener cuidado con las bases negativas con
exponentes racionales, para no cometer errores que conduzcan a resultados inco-
rrectos. Para evitar estos inconvenientes, será de gran utilidad la siguiente fórmu-
la que relaciona una potencia con base negativa con otra cuya base es positiva,
siempre que el exponente sea irreducible y tenga denominador impar (que, co-
mo mencionamos antes, es el único caso que importa pues de lo contrario la
potencia no existe). Más precisamente, sean m entero y n natural impar con m
n
irreducible. Para x  0 se tiene que
(−x)
m
n = (−1)m
x
m
n . (2.3.2)
La fórmula anterior será una herramienta muy útil para “deshacernos” de las
bases negativas.
Ejemplo 21. Eliminando bases negativas. Aplicando la fórmula anterior, te-
nemos que:
(−2)
4
5 = (−1)4
2
4
5 = 2
4
5 ,
(−7)
5
3 = (−1)5
7
5
3 = (−1) ⋅ 7
5
3 . ∠
Ÿ La definición de potenciación con base positiva y exponente real requiere
conceptos que escapan al contenido de este libro. Sin embargo, dichos concep-
tos tienen que ver con “aproximar” el exponente irracional mediante exponentes
racionales. Este proceso lo realiza la calculadora al “cortar” la cantidad de de-
cimales de un número irracional en una cantidad finita de ellos. De esta forma,
aproxima por ejemplo al irracional π por el racional 3.141592654, y a
√
2 por
1.414213562. En otras palabras, todos los números que uno ingrese en la calcu-
ladora se convierten en racionales (muy cercanos al número deseado). Entonces,
no resultará para ella un problema calcular 2π
, 4
√
3
o e
√
2
. Usaremos el resultado
arrojado por la calculadora cuando se presenten estos casos. Por ejemplo,
2π
≈ 8.82497782708.
El sı́mbolo ≈ indica que el valor no es exacto, sino que hemos redondeado la
expresión. Notar que π se encuentra entre 3 y 4, por lo que tiene sentido que 2π
sea un número comprendido entre 23
= 8 y 24
= 16.
Ï Propiedades de la potencia con base positiva. Si x e y son reales positivos
y q,r ∈ R, entonces valen las siguientes propiedades:
Producto de potencias de igual base: xq
⋅ xr
= xq+r
(los exponentes se
suman).
División de potencias de igual base: xq
∶ xr
= xq−r
(los exponentes se
restan).
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	47. Capı́tulo 2. Conjuntos  numéricos
Potencia de otra potencia: (xr
)q
= xrq
(los exponentes se multiplican).
Distributiva con respecto al producto: (x ⋅ y)q
= xq
⋅ yq
.
Distributiva con respecto al cociente: (x ∶ y)q
= xq
∶ yq
.
No es distributiva con respecto a la suma ni a la resta: es decir, no se
puede distribuir cuando dentro del paréntesis hay una suma o resta:
%
%
(x + y)q
≠ xq
+ yq
,
(x − y)q
≠ xq
− yq
.
Cambio de orden: x
m
n = ( n
√
x)
m
para todo m ∈ Z, n ∈ N.
Invariancia por fracciones equivalentes: x
m
n = x
m⋅k
n⋅k para todo m ∈ Z,
n,k ∈ N.
Ejemplo 22. Aplicando las propiedades de la potencia.
8
5
3 ⋅ 8−
1
3 ⋅ 8
2
3 = 8
5
3
−
1
3
+
2
3 = 82
= 64.
7
3
2 ∶ 7
5
2 = 7
3
2
−
5
2 = 7−1
= 1
7
.
⎛
⎜
⎝
(a2
⋅ a
4
3 )
7
2 ⎞
⎟
⎠
6
5
=
⎛
⎜
⎝
(a
10
3 )
7
2 ⎞
⎟
⎠
6
5
= a
(
10
3
⋅
7
2
⋅
6
5
)
= a14
, a  0.
(5 ⋅ x)
2
= 52
⋅ x2
= 25x2
, x  0.
(a
3
)
3
= a3
23 = a3
8
, a  0. ∠
Ejemplo 23. Cambiando el orden. Veamos un ejemplo de cómo funciona la
propiedad de “cambio de orden”. Si aplicamos la definición de potencia para
calcular 27
2
3 , primero tenemos que elevar al cuadrado y luego sacar la raı́z cúbi-
ca:
27
2
3 =
3
√
272 =
3
√
729 = 9,
pero cambiando el orden de estas operaciones tenemos que
27
2
3 = (
3
√
27)
2
= 32
= 9.
Se obtiene ası́ el mismo resultado pero en una forma más sencilla, por involucrar
números más pequeños al calcular primero la raı́z, y elevar luego al cuadrado.
Por otro lado, la última propiedad de las potencias nos dice que el mismo re-
sultado se obtiene si el exponente no es irreducible, debido a que la base es
positiva:
27
4
6 =
6
√
274 =
6
√
531441 = 9,
como puede comprobarse mediante la calculadora. P ∠
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P  Muchas de las teclas de las calculadoras cientı́ficas tienen dos funcio-
nes: la que está escrita sobre la tecla que se ejecuta directamente con ella, o la
que está escrita por encima de ella (arriba). Para poder usar esta segunda función
es necesario oprimir antes la tecla SHIFT o INV . Las calculadoras cientı́ficas
actuales cuentan con una tecla cuya segunda función aparece como ∎
√
◻ (o
x
√
en las más antiguas), para calcular la raı́z con cualquier ı́ndice. Sin embar-
go, algunas solamente traen teclas para calcular la raı́z cuadrada de un número,
o la cúbica. En tal caso, se puede pasar la raı́z a potencia, y usar la tecla x∎ o
xy , según el modelo. Por ejemplo, para calcular 6
√
729 podemos hacer 729
1
6 .
o Cabe mencionar que las bases negativas se eliminan en las propiedades
anteriores ya que los exponentes racionales pueden llevar a cosas como
√
(−1) ⋅ (−1) =
√
(−1) ⋅
√
(−1),
que surgen tomando x = y = −1 y q = 1
2
en la propiedad distributiva con res-
pecto al producto. En esta igualdad, el lado izquierdo tiene sentido pues es
√
1,
mientras que el lado derecho no lo tiene pues no existen ninguno de los factores
en el conjunto de los números reales. Además, aún pidiendo que las expresio-
nes tengan sentido, algunas propiedades no valen para bases negativas, como la
“potencia de otra potencia”. El ejemplo siguiente* muestra que si la aplicamos
en dicho caso, podemos llegar a algo absurdo.
Ejemplo 24. Cuidado con las bases negativas.
−27 = (−27)1
= (−27)
2
3
⋅
3
2
= ((−27)
2
3 )
3
2
= ( 3
√
(−27)2)
3
2
= (
3
√
729)
3
2
= 9
3
2 = (32
)
3
2 = 33
= 27.
Siguiendo la cadena de igualdades anterior, se obtiene −27 = 27, lo cual es
absurdo. ∠
“ Sin embargo, si los exponentes fueran enteros entonces las propiedades si-
guen valiendo para bases negativas. Además, para exponentes racionales con
denominador impar, se puede usar la fórmula (2.3.2) para pasar de bases nega-
tivas a positivas, y luego aplicar la propiedades. Hacer uso de esta combinación
será una herramienta muy útil, como se ilustra en los siguientes ejemplos.
*Fuente: https://en.wikipedia.org/wiki/Exponentiation. Consultado en
agosto de 2018.
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Ejemplo 25. Eliminando bases negativas para aplicar las propiedades. Apli-
cando (2.3.2), se obtiene:
(−8)
1
5 ⋅ (4
3
2 )
4
5
=(−1)1
⋅ 8
1
5 ⋅ 4
(
3
2
⋅
4
5
)
=(−1) ⋅ (23
)
1
5 ⋅ (22
)
6
5 = (−1) ⋅ 2
3
5 ⋅ 2
12
5
=(−1) ⋅ 2
15
5 = (−1) ⋅ 23
= −8. ∠
Ejemplo 26. Calcular (−8)
2
3 utilizando la fórmula (2.3.2) y la propiedad de
cambio de orden.
Solución:
(−8)
2
3 = (−1)2
8
2
3 = 1 ⋅ (
3
√
8)
2
= 22
= 4. ∠
En cuanto a las propiedades de la radicación, puesto que n
√
x = x
1
n , estas
son inmediatas a partir de las propiedades de la potencia.
Ï Propiedades de la radicación. Si n y m son naturales, y x e y son reales
positivos, entonces valen las siguientes propiedades:
Distributiva con respecto al producto: n
√
x ⋅ y = n
√
x ⋅ n
√
y.
Distributiva con respecto al cociente: n
√
x
y
=
n
√
x
n
√
y
.
Raı́z de otra raı́z: m
√
n
√
x = m⋅n
√
x (los ı́ndices se multiplican).
No es distributiva con respecto a la suma ni a la resta: es decir, no se
puede distribuir cuando el radicando es una suma o resta:
%
%
n
√
x + y ≠ n
√
x + n
√
y,
n
√
x − y ≠ n
√
x − n
√
y.
¡Cuidado al sumar o restar 1
n
y 1
m
! ’
% n
√
x ⋅ m
√
x ≠ n+m
√
x pues
1
n
+
1
m
≠ n + m,
%
n
√
x
m
√
x
≠ n−m
√
x pues
1
n
−
1
m
≠ n − m.
Si n es impar, n
√
−x = − n
√
x.
n
√
xn = ( n
√
x)
n
= x ↝ es decir, son operaciones inversas cuando x  0
(o x = 0). Si x fuera negativo vale lo mismo para n impar, pero hay que
tener cuidado para n par, y dicho caso se analiza en detalle en (2.3.3), en
la Sección 2.3.4.
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Ejemplo  27. Aplicando las propiedades de la radicación.
√
5
16
=
√
5
√
16
=
√
5
4
.
3
√√
20 = 6
√
20.
3
√
7 ⋅
√
7 = 7
1
3 ⋅ 7
1
2 = 7
5
6 =
6
√
75 = 6
√
16807 (notar que el resultado no es
5
√
7, que es lo que se obtendrı́a erróneamente al sumar los ı́ndices).
8
√
38 = ( 8
√
3)
8
= 3, y 7
√
(−3)7 = −3. Sin embargo 8
√
(−3)8 ≠ −3, como se
verá en (2.3.3). ∠
Ejemplo 28. Simplificando radicales. Veamos cómo usar la propiedad distri-
butiva de la raı́z para simplificar expresiones:
3
√
24 =
3
√
23 ⋅ 2 =
3
√
23 3
√
2 = 2
3
√
2,
4
√
511 =
4
√
58 ⋅ 53 =
4
√
58 4
√
53 = 5
8
4
4
√
125 = 52 4
√
125 = 25
4
√
125. ∠
L El procedimiento utilizado en el ejemplo anterior se puede generalizar de
la siguiente manera: sean m y n naturales con m  n, y sea x un real positivo.
Sean q y r naturales tales que m = n ⋅ q + r (es decir, hacemos la división m ∶ n
y llamamos q al cociente y r al resto). Entonces
n
√
xm = xq n
√
xr.
Esta igualdad se obtiene mediante el mismo razonamiento empleado en el ejem-
plo, el cual suele ser más sencillo de aplicar que memorizar la fórmula resultante.
Ejemplo 29. Simplificar
√
243
125
.
Solución: Primero hay que factorizar los números involucrados, para luego sim-
plificar exponentes con ı́ndices de acuerdo al procedimiento anterior:
√
243
125
=
√
35
53
=
√
35
√
53
=
√
34 ⋅ 3
√
52 ⋅ 5
=
√
34 ⋅
√
3
√
52 ⋅
√
5
=
32
⋅
√
3
5 ⋅
√
5
=
9
5
√
3
5
.
Otra forma de resolverlo es mediante la fórmula de arriba, aplicada por un lado
al numerador y por otro al denominador. Para
√
35 se aplica con n = 2, m = 5 y
x = 3, lo que produce q = 2 y r = 1 (pues 5 = 2 ⋅ 2 + 1). Luego
√
35 = 32
√
5.
Para el denominador
√
53, la fórmula se aplica con n = 2, m = 3 y x = 5, lo que
produce q = 1 y r = 1. Por lo tanto
√
53 = 5
√
5. ∠
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Diremos que dos o más radicales son semejantes si tienen el mismo ı́ndice
y el mismo radicando. Lo único que pueden tener distinto es el coeficiente que
los multiplica. Por ejemplo, los radicales 3
√
2 y −5
√
2 son semejantes. Para
comprobar si dos radicales son semejantes o no, se simplifican lo más posible,
como se ilustra en el siguiente ejemplo.
Ejemplo 30. Reconociendo radicales semejantes. Determinar si los radicales
3
√
162 y 3
√
48 son semejantes.
Solución: Observemos primero que ambos tienen ı́ndice igual a 3. Además, si
factorizamos los radicandos obtenemos
162 = 2 ⋅ 34
, 48 = 24
⋅ 3.
Entonces, por un lado tenemos que
3
√
162 =
3
√
2 ⋅ 34 =
3
√
2 ⋅ 3 ⋅
3
√
3 = 3
3
√
6,
y, por el otro,
3
√
48 =
3
√
3 ⋅ 24 =
3
√
3 ⋅ 2 ⋅
3
√
2 = 2
3
√
6.
Luego, son radicales semejantes. ∠
Ejemplo 31. Combinando radicales. La propiedad distributiva de la suma y la
resta nos permite combinar radicales semejantes. Por ejemplo, si consideramos
los radicales del ejemplo anterior tenemos que
3
√
162 +
3
√
48 − 9
3
√
6 = 3
3
√
6 + 2
3
√
6 − 9
3
√
6 = (3 + 2 − 9)
3
√
6 = −4
3
√
6. ∠
Consideremos las dos fracciones siguientes:
1
√
2
y
√
2
2
.
Sabiendo que
√
2 ≈ 1.4142, para obtener un valor numérico aproximado de las
fracciones anteriores, debemos hacer la división 1 ∶ (1.4142) para la primera,
mientras que para la segunda debemos resolver (1.4142) ∶ 2. Sin una calcula-
dora, la última es más sencilla de resolver que la primera, ya que dividir por 2
es tomar la mitad del número, lo cual es aproximadamente 0.7. Resulta que es-
tas dos fracciones son equivalentes, y la segunda puede obtenerse a partir de la
primera mediante un procedimiento denominado racionalización del denomi-
nador. El mismo consiste en eliminar los radicales que aparecen en el denomi-
nador, multiplicando y dividiendo la fracción dada por un mismo valor, elegido
convenientemente. Ilustramos el método en el ejemplo siguiente.
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Ejemplo  32. Racionalización de denominadores. Notar que:
5
√
3
=
5
√
3
√
3
√
3
=
5
√
3
√
3
√
3
=
5
√
3
√
32
=
5
√
3
3
.
“ En forma general, si en el denominador aparece
√
x con x  0, multiplica-
mos y dividimos por
√
x para convertir en x al denominador.
Analicemos ahora el siguiente caso, en el que supondremos que los sı́mbolos
denotan cantidades positivas:
1
5
√
16a2b3c
=
1
5
√
24a2b3c
5
√
2a3b2c4
5
√
2a3b2c4
=
5
√
2a3b2c4
2abc
.
“ Es decir, multiplicamos y dividimos por una raı́z con igual ı́ndice, pero los
exponentes de cada factor corresponden a lo que le “falta” a cada uno para llegar
a 5, que es el ı́ndice del radical en este caso. En forma general, por cada factor
de la forma
m
√
xn en el denominador, con n  m y x  0, multiplicamos y
dividimos por m
√
xm−n. ∠
L Antes de pasar a la última operación del capı́tulo conviene que hagamos
un resumen de cuándo es posible aplicar, sin miedo a cometer errores, las pro-
piedades de las potencias (y por lo tanto de la raı́z ya que n
√
x = x
1
n ), y cuándo
hay que tener cuidado y aplicar primero la fórmula (2.3.2):
Base positiva, cualquier tipo de exponente. 
Base negativa y exponente entero. 
Base negativa y exponente racional. o
Ù Logaritmo. Al igual que la radicación con ı́ndice entero, el logaritmo se
define por medio de la potencia. El logaritmo en base a de un número x se denota
como
loga x
base
argumento
y lo que buscamos ahora es un exponente b al cual elevar la base a para obtener
el argumento x. Es decir, dados dos números reales positivos a y x, con a ≠ 1,
el logaritmo de x en base a es un número real b tal que ab
= x. En sı́mbolos:
loga x = b si y solo si ab
= x.
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En lo anterior, el lado izquierdo loga x = b se llama expresión logarı́tmica,
mientras que el derecho ab
= x se llama expresión exponencial.
Solamente se permiten bases positivas (distintas de 1), por lo que x también
deberá ser positivo. El exponente b puede ser negativo.
Ejemplo 33. Hallando logaritmos.
log2 32 = 5, porque 25
= 32.
log1
2
32 = −5, porque (1
2
)
−5
= 25
= 32.
log7 49 = 2, porque 72
= 49.
log27 9 = 2
3
, porque 27
2
3 = 9.
loga 1 = 0, porque a0
= 1. ’
loga a = 1, porque a1
= a. ’ ∠
Ejemplo 34. Dos logaritmos especiales. Existen dos bases que son especiales
para los logaritmos: tienen notación propia, nombre y hasta una tecla especial en
la calculadora. La primera es la base a = 10. En este caso el logaritmo se llama
decimal y se denota simplemente como log x (es decir, no se escribe log10 x
sino que la base se omite). Por ejemplo,
log 1000 = 3, porque 103
= 1000.
Otro logaritmo especial es el llamado logaritmo neperiano o natural, y es el
que tiene como base al número irracional e = 2.71828... El número e, y por lo
tanto el logaritmo que lo tiene como base, es muy importante en la matemática y
en otras ciencias, como se verá en capı́tulos posteriores. Para indicar el logaritmo
natural de un número positivo x, escribimos lnx.
P Las calculadoras cientı́ficas tienen teclas para calcular estos dos logarit-
mos, identificadas como log y ln , respectivamente. Con estas teclas podemos
por ejemplo obtener:
log 42 ≈ 1.623, ln6 ≈ 1.792, log 0.5 ≈ −0.301, ln0.5 ≈ −0.693.
Cualquiera de las cantidades anteriores puede verificarse mediante la definición.
Por ejemplo, para verificar la primera hacemos 101.623
, que nos da aproxima-
damente 41.98. Obviamente no se obtiene exactamente 42, pues se produce un
error debido al redondeo. ∠
En el siguiente ejemplo veremos cómo resolver el problema inverso: cono-
ciendo el logaritmo de un número, cómo hallar dicho número. Esto se logra
aplicando la definición de logaritmo.
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Ejemplo  35. El problema inverso. Supongamos que sabemos que log2 x = 5 y
queremos hallar x. Entonces aplicamos la definición de logaritmo:
log2 x = 5 si y solo si 25
= x.
Luego, el número buscado es x = 25
= 32. ∠
P En el ejemplo anterior no necesitamos calculadora porque los números
eran sencillos, pero en otros casos puede ser que sı́ la necesitemos. Por ejemplo,
supongamos que buscamos el número x que satisface lnx = 0.3. Esto ocurre
si e0.3
= x, y empleando la calculadora se obtiene x ≈ 1.35. Para ello hemos
utilizado la tecla cuya segunda función aparece como e∎ o ex , según el
modelo. También está la tecla con segunda función correspondiente a 10∎ o
10x
, que nos permite por ejemplo hallar x sabiendo que log x = −1.3. Es decir
que x = 10−1.3
≈ 0.05.
También puede ocurrir que, conociendo el resultado del logaritmo y el núme-
ro x, el problema sea hallar la base, como ilustramos a continuación.
Ejemplo 36. En busca de la base. ¿Cuál es la base a tal que loga 25 = 2? Por
la definición de logaritmo sabemos que
loga 25 = 2 si y solo si a2
= 25.
Es decir, buscamos un número positivo a tal que elevado al cuadrado se obten-
ga 25. Es fácil deducir que a es 5. ∠
De las propiedades de la potencia se deducen las siguientes propiedades del
logaritmo.
ÏPropiedades del logaritmo. Si a, x e y son reales positivos con a ≠ 1,
entonces vale lo siguiente:
Logaritmo de un producto: loga(x ⋅ y) = loga x + loga y.
Logaritmo de un cociente: loga
x
y
= loga x − loga y.
Logaritmo de una potencia: loga (xq
) = q loga x, para todo q ∈ R.
loga (aq
) = q
aloga x
= x
}↝ es decir, son operaciones inversas.
loga x = loga y si y solo si x = y.
Fórmula de cambio de base: loga x =
logb x
logb a
, para todo b  0, b ≠ 1.
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Ejemplo 37. Aplicando las propiedades del logaritmo. Usar las propiedades
anteriores para expresar lo siguiente en términos de un único logaritmo:
log6 x + 4log6 y − log6 z, x, y, z  0.
Solución: Aplicamos las propiedades del producto, la potencia y el cociente,
para obtener
log6 x + 4log6 y − log6 z = log6 x + log6 (y4
) − log6 z
= log6(x ⋅ y4
) − log6 z
= log6 (
x ⋅ y4
z
). ∠
Ejemplo 38. La calculadora y la fórmula de cambio de base. La mayorı́a de
las calculadoras cientı́ficas nuevas disponen de una tecla log∎◻ para hallar el
logaritmo de un número en cualquier base. Sin embargo, algunas calculadoras
solamente cuentan con las teclas para calcular logaritmo decimal y neperiano.
En ese caso, la fórmula de cambio de base nos permite calcular el logaritmo en
cualquier base a mediante las fórmulas:
loga x =
log x
log a
, o bien loga x =
lnx
lna
.
Por ejemplo,
log5 81 =
log 81
log 5
=
ln81
ln5
≈ 2.73,
lo cual podemos verificar haciendo 52.73
≈ 80.94. ∠
o La propiedad del producto de logaritmos dice que “el logaritmo de un pro-
ducto es igual a la suma de los logaritmos”, que no significa que “el logaritmo
de una suma sea igual al producto de los logaritmos”. Es decir,
loga(x + y) ≠ loga x ⋅ loga y.
Lo mismo vale para la resta, es decir,
loga(x − y) ≠
loga x
loga y
.
Este es un error muy frecuente, por lo que hay que tener cuidado de no cometer-
lo. Todas las propiedades estudiadas hasta ahora serán fundamentales para lograr
resolver ecuaciones en capı́tulos posteriores.
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Ejercicios  2.3.1
Para los ejercicios de esta sección, supondremos que las letras representan
siempre números positivos.
1. Hallar el resultado que se obtiene al realizar las siguientes operaciones com-
binadas:
(a) 2 + 3 ⋅ 4 − ((−3) ⋅ 2 + 4 − 3 ⋅ 5)
(b) 4(3 − 5) − 32
23
+ 7
√
25
(c) 3+4⋅3
3
− 5(4 − 6 ⋅ 3 − 3
√
27)
(d) log2 32 + (5−1
)
−2
+
3
√√
46 − (−3)
(e) 10
3
√
52
3
√
5
3
√
52
(f)
√
112 − 2
√
63 + 3
5
√
175
(g)
6
√
45 ∶
6
√
93
(h) 1
2−3 − (log3 (27−1
))
4
(i)
23
−log5(5−2
)
√
54
2. Simplificar las siguientes expresiones:
(a) x2
y−2
x− 1
3
1
y4 (y2
)
1
2
(b)
x−3
y3
x4
x−2x5y3
(c)
√
a3a− 2
5
5
√
3
√
a4 a−1
(d) a2
b− 5
4 c3
b−2c4a
(e)
√
a2a + 2
√
a−8a15 − 3
√
a− 1
2 a
3
2
3. Racionalizar los denominadores y simplificar cuando sea posible:
(a) 1
4
√
5
(b) 3
5
√
34
(c) 1
3
√
a2b
(d) a2
bc3
6
√
a3b4c5
4. Aplicar las propiedades para reescribir cada expresión en términos de un úni-
co logaritmo:
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(a) 4lnx + 1
4
ln(x + 3)
(b) 5log x + 2log y − 3log z
(c) log2 (a3
) + log2 4 − 5log2 x
(d) 5loga(x + 1) + 2loga (x3
) − loga x
5. o El objetivo de este ejercicio es evitar cometer los siguientes errores*, que
son tan graves como frecuentes. Hallar ejemplos que prueben que:
(a) n
m
+ p
q
≠ n+p
m+q
(b) 
n+p

n
≠ p
(c) n
m+q
≠ n
m
+ n
q
(d) 1
m
+ 1
q
≠ 1
m+q
(e) an
⋅ am
≠ an⋅m
(f) an
am ≠ a
n
m
(g) (x + y)2
≠ x2
+ y2
(h)
√
x + y ≠
√
x +
√
y
(i) n
√
x ⋅ m
√
x ≠ n+m
√
x
(j) log(x + y) ≠ log x + log y
(k) log(x + y) ≠ log x ⋅ log y
(l) log x
log y
≠ log x
y
(m) (log x)n
≠ nlog x
6.  La dosis para el gato. Natalia llevó a su gato al veterinario porque se
encontraba enfermo. Para su cura, le recetó un medicamento cuya dosis en
miligramos depende del peso en kilos (x) y de la edad en semanas (y) del
gato. La dosis diaria que debe administrarle del medicamento se calcula como
x2
+y2
, siendo letal si se le administra una cantidad mayor. Natalia realizó el
cálculo y concluyó que a su gato de 36 semanas y 4 kg de peso, debı́a darle
una dosis diaria de 1600 miligramos. Por fortuna, una amiga le advirtió que
habı́a cometido un error en ese cálculo, el cual podrı́a haber producido una
muerte por sobredosis. ¿Cuál fue el error que cometió Natalia en el cálculo?
7. Calcular (−2)4
y −24
. Comparar los resultados.
8. Calcular (−2)3
y −23
. Comparar los resultados. Establecer la diferencia con
respecto al ejercicio anterior.
*Se enuncian para la suma, pero tampoco son válidas para la resta.
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9.  Determinar el error en el siguiente razonamiento (indicar cuál/es igualdades
son incorrectas):
−1
(a)
= (−1)
4
5 ⋅ 5
4
(b)
= ((−1)
4
5 )
5
4 (c)
= ( 5
√
(−1)4)
5
4 (d)
= (
5
√
1)
5
4 (e)
= (1)
5
4
(f)
= 1.
10. Determinar cuál de los dos razonamientos es el correcto y justificar:
(−2)
10
2 =
√
(−2)10 =
√
1024 = 32;
(−2)
10
2 = (−2)5
= (−2)(−2)(−2)(−2)(−2) = −32.
2.3.2. Notación cientı́fica
La notación cientı́fica, también conocida como notación en forma expo-
nencial, es una manera “compacta” de escribir números demasiado grandes o
demasiado pequeños, los cuales son frecuentes en muchos campos de la ciencia.
Por ejemplo, tenemos los siguientes valores aproximados:
Masa de la Luna: 74000000000000000000 toneladas.
Distancia de la Tierra al Sol: 150000000 km.
Masa de un protón: 0.0000000000000000000000000016726 kg.
En dichos números, muy grandes o muy pequeños, hay una gran cantidad
de ceros, ya sea a la derecha o a la izquierda. Estos ceros pueden representarse
como potencias enteras de 10, por ejemplo:
105
= 100000, 10−4
=
1
104
= 0.0001.
En forma general, si n es un número natural entonces
10n
= 10 ⋅ ⋅ ⋅ 00
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Un 1 y n ceros
, 10−n
= 0. 00 ⋅ ⋅ ⋅ 001
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
n−1 ceros y un 1
.
“ Entonces, multiplicar un número por 10n
desplaza el separador de decimales
(en este caso el punto) n lugares hacia la derecha, mientras que multiplicar por
10−n
lo desplaza n lugares hacia la izquierda:
2.5 × 107
= 25000000
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
7 lugares
, 2.5 × 10−4
= 0.0002
´¸¶
4 lugares
5.
Lo que hicimos fue precisamente expresar un número muy grande y uno
muy chico en notación cientı́fica. Formalmente, se dice que un número positivo
x está escrito en notación cientı́fica si está expresado en la forma
m × 10n
,
siendo n un entero y m un número racional tal que 1 ≤ m  10. El exponente n
es llamado orden de magnitud.
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