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	11. Prefacio
El desarrollo de  los sistemas de cómputo y la capacidad de realizar miles o millones de
operaciones por segundo, le da a la implementación numérica el marco adecuado para
su desarrollo. Los sistemas de ecuaciones de gran tamaño, cuya solución numérica era
impensable, se vuelven problemas cotidianos. Así, el desarrollo o análisis numérico de
las soluciones de la representación matemática de fenómenos físicos de gran compleji-
dad toma enorme relevancia. El esfuerzo entonces se centra en encontrar nuevas formas
y metodologías de solución numérica para todo tipo de funciones o sistemas de funcio-
nes, sean lineales o no lineales. Es en esta área donde se centran los temas expuestos en
este libro; por supuesto se hace énfasis del hecho de que hay más de una forma de resol-
ver un mismo problema, y se dan las ventajas y desventajas de los diferentes métodos
numéricos presentados, de igual forma se presenta el marco teórico que fundamenta
cada método.
Primero, se introducen los conceptos fundamentales del cálculo computacional
y del cálculo diferencial que son de particular importancia en el resto del libro. Se aborda
de manera amplia la solución de ecuaciones no lineales de una sola variable, haciendo
una diferenciación clara y precisa de los métodos adecuados para resolver las de tipo
polinomial; para este tipo de ecuaciones no lineales se pone particular énfasis en la arit-
mética empleada así como del tipo, alcance y limitante de cada método, de la misma
forma se hace una revisión de los métodos para sistemas de ecuaciones no lineales.
Respecto de los sistemas de ecuaciones lineales, se consideran las formas de solución
más conocidas; en forma adicional se hace el análisis de casos especiales, facilitando la
matemática y la metodología de solución de estos casos, como los sistemas subdetermi-
nados y sobredeterminados. Se describe de manera amplia el concepto de interpolación
y los métodos más utilizados, en forma adicional se presenta de manera original lo refe-
rente a ajuste de curvas sea utilizando el concepto de mínimos cuadrados, como la serie
de Fourier o los polinomios ortogonales. A partir de polinomios interpoladores se obtie-
nen metodológicamente los métodos de derivación e integración numérica; igualmente
se explica de manera clara y metodológica la forma de obtener y generar los métodos de
solución de ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias. Se presenta el
concepto de diagonalización y las formas canónicas de Jordan, como el antecedente de la
solución analítica de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, se concluye este
tema con una revisión de los métodos de cálculo de valores y vectores propios. Por últi-
mo, se aborda la solución de ecuaciones diferenciales parciales presentando algunas
ideas básicas de su implementación con diferencias finitas.
Por supuesto, tanto los ejercicios cuya solución se presenta en el libro como aquellos
que se proponen, son de gran importancia para los estudiantes, por esta razón en cada
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	12. XII PReFACIO
capítulo se  introducen ejercicios que refuerzan los conceptos e ideas fundamentales de cada tema; tam-
bién se proponen al final de cada capítulo una serie de problemas cuya solución se deja a los usuarios de
este material. Es de suma relevancia entender que este material, aunque expuesto de manera original,
no es único, es decir, para casi todos los temas existen otros textos que lo tratan de manera diferente o en
algunos casos similar, por lo que se incluye una referencia bibliográfica adecuada que ayuda a los estu-
diantes a encontrar formas adicionales de abordar los temas.
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	13. Capítulo 1
Cálculo computacional
1.1  Introducción
Antes de iniciar el estudio de los métodos computacionales, es necesario analizar por qué
se ha incrementado tanto el uso de las computadoras para el cálculo científico en las úl-
timas décadas. Aunque nuestro cerebro es capaz de retener y procesar una gran cantidad
de información, pocos serían capaces de hacer, con precisión y suficiente rapidez, una
operación tan simple como 1.23454 × 6.76895. Sin embargo, una computadora es capaz
de hacer miles o millones de estas operaciones por segundo.
Sin embargo, en el caso específico de una computadora existen dos tipos de errores
en los cálculos numéricos. El primero, llamado error de truncamiento, se debe a las
aproximaciones utilizadas en las fórmulas matemáticas de los modelos. El segundo, lla-
mado error de redondeo, se asocia al número finito de dígitos con los que se representan
los números en una computadora. Para el análisis de los errores de truncamiento, nor-
malmente se utiliza la serie de Taylor, y para los errores de redondeo, se analiza la forma
de almacenamiento de datos de una computadora, así como la forma de procesarlos, es
decir, de hacer las operaciones [Burden et al., 2002], [Chapra et al., 2007], [Cheney et al.,
2008].
1.2 Preliminares matemáticos
En esta sección se establecen los preliminares matemáticos necesarios para el análisis
numérico. Esta revisión no es exhaustiva; sólo pretende hacer un recuento de los resul-
tados fundamentales necesarios. Se considera que el lector ha estudiado y conoce las
definiciones de límite de una función, continuidad de funciones y convergencia de suce-
siones. Estos temas se pueden consultar en cualquier libro de cálculo elemental [Allen et
al., 1998], [Burden et al., 2002]. En forma inicial se establece la siguiente notación:
Notación
C
• (X) denota el conjunto de todas las funciones reales continuas sobre el conjunto X.
C
• [a, b] denota el conjunto de todas las funciones reales continuas definidas sobre
el intervalo [a, b].
El símbolo
• f C a b
∈ [ , ]significa que la función f a b
:[ , ]→ ℜ es continua en el in-
tervalo [a, b].
El conjunto de todas las funciones con
• n derivadas continuas en X se denota por
Cn
(X).
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	14. 2 CAPÍTULO 1  Cálculo computacional
Si
• f C X
n
∈ ( ), la función f se dice que es de clase n en X y significa que hasta la n derivada de f
existe y es continua en X.
Teorema 1.1(Teorema del valor intermedio) Si f C a b
∈ [ , ]y K es un número cualquiera
entre f a
( ) y f b
( ), entonces existe c a b
∈[ ]
, tal que f c K
( )= .
Este teorema afirma que si una función continua cambia de signo en los extremos de un intervalo debe
tener un cero en el intervalo.
Otro resultado acerca de funciones continuas definidas sobre intervalos cerrados es el siguiente teorema.
Teorema 1.2 (Teorema de los valores extremos) Si f C a b
∈ [ ]
, , entonces existen
x x a b
1 2
, ,
∈[ ] tales que f x f x f x
1 2
( )≤ ( )≤ ( ) para toda x a b
∈[ ]
, .
Los siguientes teoremas están relacionados con la derivabilidad de las funciones. La importancia radica
en su empleo para determinar los errores en los diferentes métodos numéricos que se desarrollen en esta
obra. Se inicia con:
Teorema 1.3 (Teorema de Rolle) Sea f C a b
∈ [ ]
, , y derivable en a b
,
( ). Si f a f b
( )= ( ) enton-
ces existe al menos un número c a b
∈( )
, tal que ′( )=
f c 0. Este teorema se puede generalizar como
Teorema 1.4 (Teorema de Rolle generalizado) Si f C a b
n
∈ [ ]
, y existen n +1 puntos
distintos x x x a b
n
0 1
, , , ,
 ∈[ ] tal que f x f x f xn
0 1
( )= ( )= = ( )
 entonces existe c a b
∈( )
, tal que
f c
n
( )
( )= 0
Como corolario al Teorema de Rolle se tiene el siguiente teorema:
Teorema 1.5 (Teorema del valor medio) Si f C a b
∈ [ ]
, , y f es derivable en a b
,
( ), existe un
número c a b
∈( )
, tal que f b f a f c b a
( )− ( )= ′( ) −
( ).
También se puede establecer el teorema de valores extremos para funciones derivables como:
Teorema 1.6 (Teorema de los valores extremos) Si f C a b
∈ [ ]
, , y f es derivable en a b
,
( ),
entonces existen x x a b
1 2
, ,
∈[ ] tales que f x f x f x
1 2
( )≤ ( )≤ ( ) para toda x a b
∈[ ]
, . Si además se tiene que
′( )=
f x1 0, ′( )=
f x2 0, a f x
( )
1 y f x
( )
2 se les llama valores extremos de f en a b
,
[ ].
En la siguiente definición se extiende el concepto de continuidad de una función como:
Definición 1.1 (Condición de Lipschitz) Se dice que f a b
: ,
[ ]→ ℜ satisface una con-
dición de Lipschitz con constante de Lipschitz L en a b
,
[ ] si, para cada x y a b
, ,
∈[ ] se tiene que
f y f x L y x
( )− ( ) ≤ − .
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	15. 1.3 Series de  Taylor 3
Por lo anterior se tienen los siguientes resultados:
Teorema 1.7 Si f a b
: ,
[ ]→ ℜ satisface una condición de Lipschitz con constante de Lipschitz L en
a b
,
[ ]entonces f C a b
∈ [ ]
, . Si además se tiene que f es derivable en a b
,
( ) entonces f satisface la condición
de Lipschitz con constante de Lipschitz L f x
x a b
= ′( )
∈
[ ]
sup
,
.
Por último, se proporcionan dos resultados importantes relacionados con la integral definida:
Teorema 1.8 (Teorema del valor medio ponderado para integrales) Si f C a b
∈ [ ]
, ,
y g es integrable en a b
,
[ ]y g no cambia de signo en el intervalo a b
,
[ ]. Existe c a b
∈( )
, tal que
f x g x dx f c g x dx
a
b
a
b
( ) ( ) = ( ) ( )
∫
∫
El siguiente resultado es un caso particular del teorema anterior cuando g x
( )=1, x a b
∈[ ]
, .
Teorema 1.9 (Teorema del valor medio para integrales) Suponiendoque f C a b
∈ [ ]
, , exis-
te c a b
∈( )
, tal que
f c
b a
f x dx
a
b
( )=
−
( )
∫
1
1.3 Series de Taylor
Las series que se presentan en las aplicaciones son las que se estudian formalmente en el cálculo elemental
con el nombre de series de Taylor. Su estudio sistemático se inicia con el teorema de Taylor, el cual se
puede expresar de la siguiente manera:
Teorema 1.10 Si f z
( ) es analítica en toda la región limitada por una curva simple cerrada C y si z
y a son puntos interiores de C, entonces
f z f a f a z a f a
z a
f a
n
( )= ( )+ ′( ) −
( )+ ′′( )
−
( )
+ + −
2
1
2!
 (
( )
−
( )
−
( )
+
−
z a
n
R
n
n
1
1 !
Donde R
z a
i
f t dt
t a t z
n
n
n
C
=
−
( ) ( )
−
( ) −
( )
∫
2π
Demostración Primero se observa que después de sumar y restar a en el denominador del integrando,
la fórmula de la integral de Cauchy se puede escribir en la forma
f z
i
f t dt
t z i
f t
t a z a
t a
C
( )=
( )
−
=
( )
−
−
−
−


∫
1
2
1
2
1
1
π π









∫ dt
C
entonces aplicando la identidad
1
1
1
1
2 3 1
−
= + + + + + +
−
−
u
u u u u
u
u
n
n
 al factor entre paréntesis se tiene
que
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	16. 4 CAPÍTULO 1  Cálculo computacional
f z
i
f t
t a
z a
t a
z a
t a
z a
t
( )=
( )
−
+
−
−
+
−
−




+ +
−
1
2
1
2
π

−
−




+
−
( )
−
( )
−
−
−












−
a
z a
t a
z a
t a
n
n
n
1
1 


∫ dt
C
o bien,
f z
i
f t dt
t a
z a
i
f t dt
t a
C C
( )=
( )
−
+
− ( )
−
( )
+
∫ ∫
1
2 2 2
π π
+
+
−
( ) ( )
−
( )
+
−
( ) ( )
−
∫
z a
i
f t dt
t a
z a
i
f t dt
n
n
C
n
1
2 2
π π t
t a t z
n
C
−
( ) −
( )
∫
A partir de las generalizaciones de la fórmula de la integral de Cauchy es evidente que, excepto por los
factoriales necesarios, las primeras n integrales de la última expresión son precisamente las derivadas
correspondientes de f z
( ), evaluadas en el punto z = a. Por tanto,
f z f a f a z a f a
z a
f a
n
( )= ( )+ ′( ) −
( )+ ′′( )
−
( )
+ + −
2
1
2!
 (
( )
−
( )
−
( )
+
−
( ) ( )
−
( ) −
(
−
z a
n
z a
i
f t dt
t a t z
n n
n
1
1 2
! π )
)
∫C
lo cual demuestra el teorema.
Serie de Taylor
Por serie de Taylor se entiende el desarrollo infinito que sugiere el último teorema, es decir,
f z f a f a z a f a
z a
f a
n
( )≈ ( )+ ′( ) −
( )+ ′′( )
−
( )
+ + −
2
1
2!
 (
( )
−
( )
−
( )
+
−
z a
n
n 1
1 !

Para demostrar que esta serie converge realmente a f z
( ) hay que demostrar que el valor absoluto de
la diferencia entre f z
( ) y la suma de los n primeros términos de la serie tiende a cero cuando n tiende a
infinito. Por el teorema de Taylor es evidente que esta diferencia es:
R
z a
i
f t dt
t a t z
n
n
n
C
=
−
( ) ( )
−
( ) −
( )
∫
2π
en consecuencia, se deben determinar los valores de z para los cuales el valor absoluto de esta integral
tiende a cero cuando n tiende a infinito.
Para ello, sean C1 y C2 dos círculos de radios r1 y r2 cuyos centros están en a y situados completamen-
te en el interior de C (véase figura 1.1). Como f z
( ) es analítica en todo el interior de C, el integrando
completo de R z
n ( ) es analítico en la región entre C1 y C2 siempre que z, como a, esté en el interior de C2.
Bajo estas condiciones la integral alrededor de C1 se puede reemplazar por la integral en torno a C2. Si,
además, z está en el interior de C1, entonces, para todos los valores de t sobre C2, se tiene:
t a r
− = 2 y z a r
− < 1
Por tanto
t z r r
− > −
2 1
Así, se tiene que
f t M
( ) ≤
donde M es el máximo de f z
( ) sobre C2.
01 Gutierrez.indd 4 2/4/10 7:23:22 PM
 


	17. El valor absoluto  de la diferencia, sobrestimando los factores del numerador y subestimando los de-
nominadores es:
R z
z a
i
f t dt
t a t z
n
n
n
C
( ) =
−
( ) ( )
−
( ) −
( )
∫
2π
De la igualdad anterior, la teoría de valor absoluto establece que:
R z
z a
i
f t dt
t a t z
n
n
n
C
( ) ≤
− ( )
− −
∫
2π
Utilizando las definiciones anteriores se llega a:
R z
r M dt
r r r
n
n
n
C
( ) <
−
( )
∫
1
2 2 1
2π
Resolviendo la integral cerrada en r2 se obtiene
R z
r M
r r r
r
n
n
n
( ) <
−
( )
1
2 2 1
2
2
2
π
π
Simplificando términos finalmente se tiene que el valor absoluto de la diferencia es:
R z M
r
r
r
r r
n
n
( ) < 


 −
1
2
2
2 1
Como 0 1 2
< <
r r , la fracción r r
n
1 2
( ) tiende a cero cuando n tiende a infinito; por tanto, el límite de
R z
n ( ) es cero; así se, demuestra, el teorema.
C
C1
r2
r1
a
z
t
R
C2
Figura 1.1 Los círculos C1 y C2 utilizados en la demostración de la convergencia de la serie de Taylor.
1.3 Series de Taylor 5
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	18. 6 CAPÍTULO 1  Cálculo computacional
Lo anterior se puede reescribir definiendo h = z – a como,
Teorema 1.11 Si f z
( )es analítica en toda la región limitada por una curva simple cerrada C y si z
y a están en el interior de C, entonces
f z f a hf a
h
f a
h
n
f
n
n
( )= ( )+ ′( )+ ′′( )+ +
−
( )
−
−
2 1
2 1
! !
 1
1
a Rn
( )+
Donde R
h
i
f t dt
t a t z
n
n
n
C
=
( )
−
( ) −
( )
∫
2π
Por tanto se concluye que,
Teorema 1.12 La serie de Taylor
f z f a f a z a f a
z a
f a
( )= ( )+ ′( ) −
( )+ ′′( )
−
( )
+ ′′′( )
2
2!
z
z a
−
( )
+
3
3!

es una representación válida de f z
( ) en todos los puntos en el interior de cualquier círculo que tenga su
centro a y dentro del cual f z
( )sea analítica.
Cuando se consideran funciones reales se tiene el teorema siguiente.
Teorema 1.13 Si f C a b
n
∈ [ ]
+1
, y x a b
0 ∈( )
, . Se tiene que para cualquier x a b
∈[ ]
, existe x entre x0
y x tal que
f x f x x x f x
x x
f x
( )= ( )+ −
( ) ′( )+
−
( )
′′( )+ +
0 0 0
0
2
0
2!

x
x x
n
f x R
n
n
n
−
( )
−
( )
( )+
−
−
0
1
1
0
1 !
donde R
x x
n
f
n
n
n
=
−
( )
( )
0
!
ξ .
n-ésimo polinomio de Taylor
Definimos el n-ésimo polinomio de Taylor como el polinomio de grado n obtenido de la serie de Taylor,
al considerar sólo los términos hasta el grado n. Esto es
p z f a z a f a
z a
f a
z a
n ( )= ( )+ −
( ) ′( )+
−
( )
′′( )+ +
−
(
2
2!

)
)
−
( )
n
n
n
f z a
!
Se tiene además que
f z p z R
n n
( )= ( )+ +1
Teorema 1.14 Si la serie de potencias c c z a c z a c z a
0 1 2
2
3
3
+ −
( )+ −
( ) + −
( ) + converge para
z z
= 1, entonces converge absolutamente para todos los valores de z tales que z a z a
− < −
1 y converge de
manera uniforme para todos los valores de z tales que z a r z a
− ≤ < −
1 .
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	19. 1.3 Series de  Taylor 7
Para determinar el cuarto polinomio de Taylor correspondiente a f z z z
( )= ( )+ ( )
sen cos en z = 0 se
calcula hasta la cuarta derivada de f z
( )
′( )= ( )− ( ) ′′( )= − ( )− ( )
′′
f z z z f z z z
cos , cos
sen sen
′
′( )= − ( )+ ( ) ( )= ( )+ ( )
f z z z f z z z
iv
cos , cos
sen sen
Evaluando las derivadas en z = 0 se tiene que,
f f f f f iv
0 1 0 1 0 1 0 1 0
( )= ′( )= ′′( )= − ′′′( )= − ( )=
, , , , 1
1
Por lo que
p z z z z z
4
2 3 4
1
1
2
1
3
1
4
( )= + − − +
! ! !
El residuo está dado por
R
z
f
z
5
5
5
5
5 120
= ( )= ( )− ( )
( )
!
cos sen
ξ ξ ξ donde ξ está entre 0 y z.
Se tiene además que
R
z
z
5
5
5
120
2
120
= ( )− ( )
( ) ≤
cos sen
ξ ξ
De esto se sigue que la aproximación del polinomio a la función es mejor si z 1.
EJEMPLO 1.1
Dada la función f z z
( )= +
( )
ln 1 , z ≥ 0. Se tiene
′( )=
+
′′( )= −
+
( )
′′′( )=
+
( )
f z
z
f z
z
f z
z
1
1
1
1
2
1
2 3
, ,
!
,
,
!
,
!
,
f z
z
f z
z
iv v
( )= −
+
( )
( )=
+
( )
3
1
4
1
4 5

Evaluando las derivadas en z = 0 se obtiene
f f f f f iv
0 0 0 1 0 1 0 2 0
( )= ′( )= ′′( )= − ′′′( )= ( )=
, , , !, −
− ( )= ( )= −
( )
3 0 4 0 1
!, !, , !
f f n
v n

Por lo que
p z z z z z z
n
z
n
n
( )= − + − + + +
1
2
1
3
1
4
1
5
1
2 3 4 5

El residuo está dado por
R
z
n
f
z
n
n
n
n
n n
n
= ( )=
−
( )
+
( )
+
!
ξ
ξ
1
1
1
donde x está entre 0 y z.
Además el residuo satisface
R
z
n
n
n
≤
Si se denota por G el círculo más grande con centro en z = a y dentro del cual f z
( )es analítica en todo
punto, el teorema 1.12 garantiza que la serie de Taylor converge a f z
( )en todos los puntos en el interior
de G. Sin embargo, no proporciona información alguna acerca del comportamiento de la serie fuera de G.
En realidad, la serie de Taylor sólo converge a f z
( )dentro de G y, posiblemente sobre el círculo G y diver-
ge, o bien, converge a un límite diferente de f z
( )en todo punto fuera de G.
EJEMPLO 1.2
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	20. 8 CAPÍTULO 1  Cálculo computacional
Demostración Como la serie dada converge cuando z = z1, se deduce que los términos de la serie son
acotados para este valor de z. En otras palabras, que existe una constante positiva M tal que
c z a c z a M n
n
n
n
n
1 1 0 1 2
−
( ) = ⋅ − ≤ =
para , , ,
, ,

Sea ahora z0 cualquier valor de z tal que
z a z a
0 1
− < −
es decir, sea z0 cualquier punto más cercano a a que z1. Entonces, para el término general de la serie cuan-
do z = z0, se tiene que
c z a c z a c z a
z a
z a
M
z a
n
n
n
n
n
n
n
0 0 1
0
1
0
−
( ) = ⋅ − = ⋅ − ⋅
−
−
≤
−
z
z a
n
1 −
Si se hace
z a
z a
k
n
0
1
−
−
= (1.1)
donde k es, desde luego, menor que 1, esto muestra que los valores absolutos de los términos de la serie
c c z a c z a c z a
0 1 2
2
3
3
+ −
( )+ −
( ) + −
( ) + (1.2)
son superados, respectivamente, por los términos de la serie de constantes positivas
M Mk Mk Mk
+ + + +
2 3
 (1.3)
Ésta es una serie geométrica cuya razón común k es numéricamente menor que 1. Por tanto, conver-
ge y proporciona una prueba de comparación que establece la convergencia absoluta de la serie dada por
la ecuación (1.2). Sin embargo, la serie de la ecuación (1.3) no proporciona una serie de prueba que se
pueda utilizar al aplicar la prueba M de Weierstrass a la serie de la ecuación (1.2), ya que resulta claro de
la definición de k contenida en la ecuación (1.1) que los términos de la ecuación (1.3) dependen de z0. Por
tanto, para valores de z0 tales que
z a r z a
0 1
− ≤ < − (1.4)
se tiene por ejemplo que k
z a
z a
r
z a
=
−
−
≤
−
=
0
1 1
λ, y l es, evidentemente, una constante menor que 1 inde-
pendiente del punto general z0. Luego, para todos los valores de z0 que satisfagan la condición dada por la
ecuación (1.4), la serie dada por la ecuación (1.2) es superada término a término por la serie geométrica
convergente de constantes positivas M M M M
+ + + +
λ λ λ
2 3
 y, por tanto, la serie de la ecuación
(1.2) converge uniformemente.
Por último, como cada término c z a
n
n
−
( ) de la serie dada es una función analítica y como cualquier
punto en el interior del círculo z a z a
− = −
1 se puede incluir dentro del círculo de la forma z a r z a
− = < −
1
z a r z a
− = < −
1 , entonces se establece que, dentro del círculo z a z a
− = −
1 , la función a la que converge la serie
es analítica.
Sea a el punto singular de f z
( ) más cercano al centro del desarrollo, z = a, y suponiendo que la serie
de Taylor de f z
( ) converge para algún valor de z = z1, más alejado de a que a. La serie debe converger en
todos los puntos que estén más cerca de a de lo que está z1 y, es más, la suma a la cual converge debe ser
analítica en todos los puntos. Por tanto, la serie converge a la función que es analítica en a, lo que, en
apariencia, contradice la suposición de que a es un punto en el que f z
( ) no es analítica. De donde, no se
debe suponer que la serie converge en puntos más alejados de a que la distancia α −a , o bien, se debe
aceptar el hecho de que la función a la cual converge la serie, la vecindad de a, es diferente de f z
( ). La
situación usual es que la serie sea divergente para todos los valores de z tales que z a a
− > −
α . Sin em-
bargo, es posible que para valores de z tales que z a a
− > −
α la serie de Taylor de f z
( ) converja a una
función analítica diferente de f z
( ).
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	21. Teorema 1.15 Es  imposible que la serie de Taylor de una función f z
( ) converja a f z
( ) fuera del
círculo cuyo centro es el punto de desarrollo z = a y cuyo radio es la distancia de a a la singularidad más
cercana de f z
( ).
Demostración El círculo más grande que se puede trazar alrededor del punto de desarrollo z = a, tal
que la serie de Taylor de f z
( ) converja en todo punto de su interior, se llama círculo de convergencia de
la serie. En general, el radio de convergencia de la serie de Taylor de f z
( ) alrededor del punto z = a es
igual a la distancia de a, a la singularidad más cercana de f z
( ) y, en todo caso, es al menos tan grande
como esta distancia. En particular, si el punto singular más cercano a tiene la propiedad de que f z
( ) se
hace infinita conforme z tiende a a, entonces el radio de convergencia es igual a α −a. Por supuesto,
todo este análisis se aplica sin cambio al caso en el que a = 0, el cual se conoce comúnmente como serie
de Maclaurin.
La noción del círculo de convergencia a menudo es útil para determinar el intervalo de convergencia
de una serie resultante del desarrollo de una función de una variable real. Con el fin de ilustrar lo anterior,
se considera
f z
z
z z z
( )=
+
= − + − +
1
1
1
2
2 4 6

Ésta convergerá en todo el círculo de mayor radio alrededor del origen en el que f z
( ) sea analítica.
Ahora bien, por inspección, f z
( ) se hace infinita conforme z se aproxima a ±i y aun cuando es posible
que sólo se tenga interés en los valores reales de z, estas singularidades en el plano complejo establecen un
límite insalvable en el intervalo de convergencia sobre el eje x. De hecho, se puede tener convergencia
alrededor de x = a sobre el eje real, únicamente sobre el diámetro horizontal del círculo de convergen-
cia alrededor del punto z = a en el plano complejo. Como una aplicación del desarrollo de Taylor se esta-
blece un resultado importante conocido como teorema de Liouville.
Teorema 1.16 (de Liouville) Si f z
( ) es acotada y analítica para todo el valor de z, entonces
f z
( ) es constante.
Demostración Se observa que como f z
( ) es analítica en todo punto, posee un desarrollo en serie de
potencias alrededor del origen
f z f f z
f
n
z
n
n
( )= ( )+ ′( ) + +
( )
0 0
0

!
el cual converge y la representa para todo valor de z. Ahora bien, si C es un círculo arbitrario con centro
en el origen, resulta, por la desigualdad de Cauchy, que
f
n M
r
n C
n
0
( ) ≤
!
donde r es el radio de C y MC es el valor máximo de f x
( ) sobre C. Luego, para el coeficiente de zn
en el
desarrollo de f z
( ), se tiene que:
f
n
M
r
M
r
n
C
n n
0
( )
≤ ≤
!
donde M, la cota superior sobre f x
( ) para todo valor de z, la cual, por hipótesis, existe y es independien-
te de r. Como r se puede tomar arbitrariamente grande, se infiere, por tanto, que el coeficiente de zn
es
cero para n = 1, 2, 3,…, en otras palabras, para todo valor de z,
f z f
( )= ( )
0
lo cual prueba el teorema.
1.3 Series de Taylor 9
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	22. 10 CAPÍTULO 1  Cálculo computacional
Una función que es analítica para todo valor de z se conoce como función entera o función integral
y, así, el teorema de Liouville afirma que cualquier función entera que es acotada para todos los valores de
z, es constante.
1.4 Código binario
La forma de expresión numérica de uso cotidiano se denomina sistema decimal, debido a que su base es
el diez, así es como se expresan todas las operaciones matemáticas. Sin embargo, la forma de almacenar
de una computadora es en sistema binario (código binario), es decir, sólo utiliza el 0 y el 1 para represen-
tar cualquier número [Maron et al., 1995], [Mathews et al., 1992]. Según sea el diseño del hardware de
una computadora será la precisión con la que se represente un número. Por ejemplo, para una compu-
tadora que utiliza 8 bytes, es decir, 64 bits para representar un entero, el primer bit lo utiliza para el signo
y los restantes 63 para el número, así el máximo valor que se puede representar será
2
0
62
k
k=
∑ (1.5)
El formato para la representación de un número real en una computadora depende del diseño de
hardware y software. El formato común es el de punto flotante, donde se le asignan ciertos bits para guar-
dar el exponente y el resto para la mantisa. Por último, la causa fundamental de errores en una compu-
tadora se atribuye al error de representar un número real mediante un número limitado de bits,
comúnmente se denominan errores de redondeo al guardar un número en la memoria.
La épsilon, e, de una computadora es lo que determina la precisión de la representación de un núme-
ro y, está definida como el tamaño del intervalo entre 1 y el siguiente número mayor que 1 distinguible
de 1. Esto significa que ningún número entre 1 y 1 + e se puede representar en la computadora. Por ejem-
plo, cualquier número 1 + a se redondea a 1 si 0 2
< <
α ε , o se redondea a 1 + e si ε α
2 ≤ . Así, se puede
considerar que ε 2 es el máximo error posible de redondeo para 1. En otras palabras, cuando se halla 1.0
en la memoria de la computadora, el valor original pudo estar entre 1 2 1 2
− < < +
ε ε
x .
Finalmente se puede concluir que el error de redondeo implicado al guardar cualquier número real
R en la memoria de una computadora, es aproximadamente igual a εR 2, si el número se redondea por
exceso y eR si se redondea por defecto.
Las cuatro operaciones aritméticas básicas suma, resta, multiplicación y división en notación binaria
presentan dos tipos de situaciones en los que aparecen muchos errores de redondeo:
Cuando se suma o se resta un número muy pequeño con uno muy grande.
•
Cuando se divide entre un número pequeño o se multiplica por un número muy grande.
•
Para ejemplificar cómo surgen los errores de redondeo se considera el cálculo de 1 y 0.00001 con una
mantisa de 24 bits; por tanto, en base 2 se tiene que:
1 0 1000 0000 0000 0000 0000 0000
10
( ) = ( . )
) ×
2
1
2
0 00001 0 1010 0111 1100 0101 1010
10
. .
( ) = 1100 2
2
16
( ) × −
La suma de estos dos números es:
1 0 00001 0 1000 0000 0000 0000
10 10
( ) +( ) =
. . 0101 0011 2
1110 0010 1101 0110 0
( ) × 2
21
Como se considera una mantisa de sólo 24 bits, se redondea a partir de los números en negrita. Por
tanto, el resultado de este cálculo se guarda en la memoria como
1 0 00001 0 1000 0000 0000 0000
10 10
( ) +( ) ≅
. . 0101 0011 2
2
1
( ) ×
que es equivalente a 1 0000 1001 36 10
.
( ) .
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	23. 1.5 Números en  representación de punto flotante y su aritmética 11
Así, siempre que se sumen 1 y 0.00001, el resultado agrega 0.0000000136 como error. En las operacio-
nes fundamentales, algunas cantidades se redondean por exceso y otros por defecto. La pérdida y ganan-
cia se conoce como error de redondeo.
1.5 Números en representación de punto flotante
y su aritmética
La forma estándar de representar un número real en forma decimal es con una parte entera, un punto
decimal y una parte fraccionaria, por ejemplo 45.67432 o 0.00012534. Otra forma estándar, llamada no-
tación científica normalizada, en la cual la parte entera es cero y se obtiene al multiplicar por una potencia
adecuada de 10. Se tiene que 45.67432 se puede representar en notación científica normalizada como
0.4567432 × 102
y 0.0012534 como 0.12534 × 10–2
.
En notación científica, un número se representa por una fracción multiplicada por una potencia de
10 y el primer número a la derecha del punto decimal es diferente de cero. En computación a la notación
científica normalizada se le llama representación de punto flotante.
Un sistema computacional representa a los números en punto flotante con las limitaciones que im-
pone una longitud finita de palabra. Una computadora puede tener una longitud de palabra de 64 bits
(dígitos binarios) la cual puede representar números binarios en la forma x = ± q × 2m
donde el signo de
x ocupa 1 bit; el signo de m, 1 bit; el entero m , 10 bits y el número q, 52 bits. Al número q se le denomina
mantisa y al número m se le llama exponente. Si se supone que m se puede representar con a lo más 10
bits entonces el máximo valor de m que se puede representar es 210
–1=1023.
Los números reales representables en una computadora se llaman números de máquina. Para poder
representar un número x = 0.d1 d2 d3... ×10m
como número de máquina, denotado por fl x
( ), se obtiene
cortando la mantisa de x en k cifras. Existen dos formas de efectuar ese corte. La primera es simplemente
eliminando los dígitos a partir de dk+1. Esta forma recibe el nombre de truncamiento. La segunda forma
es determinar a dk a partir de dk+1, si dk+1 < 5, dk queda sin cambio. En caso contrario aumentamos en uno
dk, esto se conoce como redondeo.
En el análisis numérico es importante tener en cuenta que las soluciones calculadas son simples
aproximaciones a las soluciones exactas. La precisión de una solución numérica disminuye en el trans-
curso de los cómputos. A fin de analizar un poco este problema se define el error de aproximación. Para
esto, se supone que p es una aproximación de p, se define el error de aproximación como E = p – p y el
error relativo así, E
p p
p
r =
−
, si p ≠ 0.
Si p = 3.14159 y p = 3.14 se tiene que E = 3.14159 – 3.14 = 0.00159 y Er =
−
= =
3 14159 3 14
3 14159
0 00159
3 14159
0 000
. .
.
.
.
. 5
506.
Si p = 1 000 y p = 998 se tiene que E = 2 y Er = =
2
1000
0 002
. . Finalmente, p = 0.0000001 y p = 0.000000097
se tiene que E = 0.000000003 y Er = =
0 000000003
0 0000001
0 03
.
.
. .
EJEMPLO 1.3
De estos ejemplos se observa que el error relativo es por lo general un mejor indicador de la precisión
de la aproximación.
Para investigar la propagación del error en cálculos sucesivos se consideran dos números p y q junto
con sus aproximaciones p y q con errores ep y eq, respectivamente. Entonces
p q p q p q
p q p q
+ = +
( )+ +
( )= +
( )+ +
( )
ε ε ε ε
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	24. 12 CAPÍTULO 1  Cálculo computacional
por lo que el error de la suma es la suma de los errores y el error relativo está dado por
p q p q
p q p q
p q
+
( )− +
( )
+
( )
=
+
+
ε ε
Para la multiplicación se tiene que
pq p q pq p q
p q q p p q
= +
( ) +
( )= + + + +
( )
ε ε ε ε ε ε
Por lo que si p q
, >1 los términos p q
ε y q p
ε muestran un aumento en los errores originales. Para
tener una mejor visión de la multiplicación, se calcula el error relativo, bajo las suposiciones de
p q
p
p
q
q p q
E E
p q
p q
, , , ,
≠ ≈ ≈ = ≈
0 1 1 0
ε ε
. De aquí se obtiene
pq pq
pq
p q
q p
E E
q p
E
p q
q p
p q
q p
−
= +
( ) +
( )= + + ≈ + =
ε ε
ε ε ε ε
p
p q
E
+
Esto es, el error relativo en el producto es aproximadamente la suma de las razones entre los errores
y las aproximaciones.
A menudo un error inicial se puede propagar en una sucesión de cálculos. Un algoritmo se dice que
es numéricamente estable si los errores iniciales producen pequeños cambios en el resultado final. De
otro modo se dice que el algoritmo es inestable.
Las operaciones básicas de la aritmética tienen sus operaciones equivalentes en las operaciones de
punto flotante. Hay que observar que estas operaciones tienen un error que se debe tomar en cuenta. Las
operaciones con punto flotante correspondientes a las operaciones aritméticas básicas aquí se represen-
tan mediante los mismos símbolos, pero encerrados en un círculo o con el símbolo fl antepuesto a la
operación.
Para representar un número en la computadora es necesario tener su representación en punto flotan-
te. Para sumar dos números en número flotante, primero hay que igualar los exponentes, sumar las man-
tisas y luego normalizar el resultado. Considere el siguiente ejemplo.
Efectuar los cálculos con sólo tres cifras decimales. Si x = = ×
0 134 0 134 100
. . y y = = × −
0 00345 0 345 10 2
. .
entonces
x y
⊕ = ⊕ = × + × =
0 134 0 00345 0 134 10 0 00345 10 0 1
0 0
. . . . . 3
37 10 0 13745
0
× ≠ = +
. x y.
Si se considera la diferencia x – y donde x = 0.467546 y y = 0.462301 tienen 6 dígitos de precisión. La di-
ferencia se efectúa con sólo cuatro dígitos. Así que
fl x y fl fl fl
( ) ( ( . ) ( . )) .
− = − =
0 467546 0 462301 0 4675
5 10 0 4623 10 0 0052
0 0
× − × =
. .
EJEMPLO 1.4
Se puede observar que el resultado es exacto con los cuatro dígitos, pero no así con los números ori-
ginales, por tanto el resultado con aritmética flotante sólo cuenta con dos dígitos de precisión. Este fenó-
meno de pérdida de precisión se conoce como cancelación catastrófica y ocurre cuando se restan dos
números muy cercanos entre sí.
Sea e la épsilon de la computadora, se puede demostrar que fl x y x y
( )
+ = +
( ) +
( )
1 δ , δ ε
< y que
fl x y z fl x y z
( ) (
+ +
( )≠ + +
( )
( ). De este último resultado se concluye que la suma (y la multiplicación) no
son asociativas, y que siempre que se pueda se deben sumar números del mismo orden de magnitud. Esto
se puede observar al calcular la suma
1
1
5000
n
n=
∑ . Si la suma se hace del menor al mayor número, es decir, ini-
ciando con n = 5000 se obtendrá un mejor resultado que iniciando en la forma convencional como se
muestra en el siguiente ejemplo.
f x x x
x
( )= − =
sen( )
3
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	25. En cualquiera de  los casos, ya sea por truncamiento o por redondeo, se observa que al sumar núme-
ros de igual magnitud se reduce el error de redondeo. Esta diferencia se acentúa al incrementar el número
de términos usados en la suma.
A continuación se lista una serie de recomendaciones para reducir el error de redondeo
1. Cuando se van a sumar o restar números, considerar siempre los números más pequeños primero.
2. Evitar en lo posible la resta de dos números aproximadamente iguales. De ser posible reescribirla.
3. Evitar la división entre un número relativamente pequeño.
4. Minimizar el número de operaciones aritméticas en cualquier algoritmo.
5. Programar en precisión simple y doble precisión y comparar los resultados obtenidos.
Ejemplos de esto son las evaluaciones de las funciones x – sen(x) y
x3
6
para x cercano a cero (la se-
gunda expresión es la serie de Taylor truncada). La segunda expresión tiene mejores propiedades numé-
ricas que la primera y se obtienen mejores resultados numéricos.
Calcular la suma
1
1
5000
n
n=
∑ utilizando sólo 5 cifras significativas. Si se calcula la suma en la forma 1
1
2
1
3
+ + +, se
obtiene:
1
8 8668
1
5000
n
n=
∑ = . al usar truncamiento y
1
9 0840
1
5000
n
n=
∑ = . al usar redondeo. Al calcular la suma en la
forma
1
5 000
1
4 999
1
4 998
+ + +, se obtiene:
1
8 8696
1
5000
n
n=
∑ = . por truncamiento y
1
9 0957
1
5000
n
n=
∑ = . por redondeo.
El resultado exacto con cinco cifras significativas es
1
9 0945
1
5000
n
n=
∑ = . .
EJEMPLO 1.5
Al evaluar la función f x x x
( ) –sen( )
= se tiene que, cerca del 0, los dos términos que la componen son
muy similares y pequeños. Para evitar restarlos se obtiene su serie de Taylor f x x x
x x x
( )= − = − + +
sen( )
! ! !
3 5 7
3 5 7

x x
x x x
)= − = − + +
sen( )
! ! !
3 5 7
3 5 7
. Considerando sólo el primer término de la serie
x3
3!
y utilizando sólo 5 cifras significativas para
evaluar f ( . )
0 0123 , se tiene que 0.0123 – sen(0.01213) = 0, mientras que
0 0123
3
0 31014 10
3
6
.
!
.
= × − , el cual es
el valor exacto con cinco cifras significativas.
EJEMPLO 1.6
También en la evaluación de polinomios se obtiene una mejor aproximación al usar el método de
Hörner, o fórmula anidada, para evaluarlos como se puede ver en el polinomio
p x x x x x x x
( )= − + − = −
( ) +
( ) −
( )
3 2
3 5 3 3 5 3
Al evaluar el polinomio p x x x x
( ) = − + −
3 2
3 5 3 en x = 1.085 con aritmética de 6 cifras significativas se
tiene que: p(1.085) = –0.00010 si se usa truncamiento y p(1.085) = –0.00010 si se usa redondeo. Al escribir
el polinomio en forma anidada (método de Hörner) se tiene q x x x x
( ) = −
( ) +
( ) −
( )
3 5 3 , de donde q(1.085)
= –0.00011 con truncamiento y q(1.085) = –0.00011 usando redondeo. El valor exacto es p(1.085)=
–0.000108375, esto permite ver que la forma anidada reduce el error. Este problema se agudiza conforme
se acerca a las raíces del polinomio, ya que se presenta el fenómeno de cancelación catastrófica. Por lo
anterior se recomienda que siempre se escriban los polinomios en forma anidada, ya que mejoran la pre-
cisión al reducir el número de operaciones.
EJEMPLO 1.7
1.5 Números en representación de punto flotante y su aritmética 13
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	26. 14 CAPÍTULO 1  Cálculo computacional
Para obtener cotas para el error cometido es aconsejable trabajar a posteriori, es decir, calcular las
cotas junto con la aplicación del algoritmo conforme se vaya calculando el resultado. Cabe hacer notar
que esto no siempre es sencillo, pero es la forma más simple de trabajar.
Problemas propuestos
1.6.1 Calcule la serie de Taylor en x0 = 0 de f x x x
( ) = − +
4 2
3 2.
1.6.2 Calcule el cuarto polinomio de Taylor en x0 = 0 de f x x
( ) = +1 y utilícelo para aproximar a
2 . Calcule el error real cometido.
1.6.3 El n-ésimo polinomio de Taylor de g x ex
( ) = está dado por p x x x x
n
x
n
n
( )
! ! ! !
= + + + + +
1
1
1
1
2
1
3
1
2 3

x x x
n
xn
! ! ! !
= + + + + +
1
1
1
1
2
1
3
1
2 3
 . El 2n-ésimo polinomio de Taylor de f x e x
( ) = − 2
se puede obtener como p x
n( )
− 2
. A partir de esto
aproxime la integral e dx
x
−
∫
2
0
1
usando el octavo polinomio de f x e x
( )= − 2
. Determine el error real
cometido.
1.6.4 Calcule el onceavo polinomio de Taylor en x0 = 0 de f x
( ) = arctan(x) y utilice el hecho de que
arctan 1
4
( )=
π
para aproximar a p. Calcule el error real cometido.
1.6.5 Calcule el error y el error relativo de las aproximaciones de p mediante p. 1) p = p, p = 3.1416,
2) p = p, p = 22/7, 3) p = e, p = 2.8182 y 4) p = e, p = 65/24.
1.6.6 Calcule
122
135
11
32
20
19
− + mediante aritmética exacta, utilice truncamiento a tres cifras y redondeo
hasta tres cifras. Determine los errores y los errores relativos.
1.6.7 Las expresiones 215 – 0.345 – 214 y 215 – 214 – 0.345 son idénticas. Calcule mediante aritmética
exacta, emplee truncamiento y redondeo hasta tres cifras. Determine los errores y los errores relativos.
Este problema muestra que el orden en que se operan los términos sí afecta el resultado.
1.6.8 El sistema de ecuaciones lineales
19 84 24 35 68 54
6 98 8 32 23 62
. . .
. . .
x y
x y
+ =
+ = ,
tiene solución x = 1, y = 2. Una forma de resolver este sistema es utilizando la regla de Cramer para siste-
mas de dos ecuaciones. La regla de Cramer para este sistema establece que
x =
( )( )−( )( )
( )( )
23 62 24 35 68 54 8 32
6 98 24 35
. . . .
. . −
−( )( )
19 84 8 32
. .
y
y =
( )( )−( )( )
( )( )
6 98 68 54 19 84 23 62
6 98 24 35
. . . .
. . −
−( )( )
19 84 8 32
. .
.
Calcule mediante aritmética exacta, truncamiento y redondeo hasta tres cifras estas expresiones. Deter-
mine los errores y los errores relativos.
1.6.9 Dado el sistema
− + = −
+ =
37 64 42 11 28 7
3 48 5 84 22 12
. . .
. . .
x y
x y .
Use la regla de Cramer para resolver el sistema usando aritmética exacta y redondeo con tres cifras deci-
males.
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1.6.10  La función f x x
( )= + −
2
1 1 presenta cancelación catastrófica para x ≈ 0 . Evalúela en x = 0.01
con aritmética exacta, truncamiento y redondeo con tres cifras. Calcule sus errores y errores relativos.
Multiplicando f x
( ) por
x
x
2
2
1 1
1 1
+ +
+ +
se tiene que f x
x
x
( )=
+ +
2
2
1 1
. Utilice esta forma para evaluar a
f x
( ) en el punto dado. Comente sus resultados.
1.6.11 Evalúe la función f x
e x
x
x
( )=
− +
( )
1
2
en x = 0.01 con aritmética exacta, truncamiento y redon-
deo con tres cifras. Calcule sus errores y errores relativos. Usando la serie de Taylor de ex
en x0 = 0 se
obtiene f x x x x
( )= + + + +
1
2
1
3
1
4
1
5
2 3
! ! ! !
. Utilice el polinomio de Taylor de primer orden para aproxi-
mar a f x
( ) en x = 0.01 con aritmética exacta, truncamiento y redondeo con tres cifras decimales.
Determine el error de aproximación.
1.6.12 Use la fórmula anidada de p x x x x x x
( )= − − + − +
5 4 3 2
7 4 2 1para evaluar p(–1.5).
1.6.13 Evalúe el polinomio p x x x x
( )= + − +
3 2
4 12 3 16 1 34
. . . en x = –4.831 con aritmética exacta,
truncamiento y redondeo con cuatro cifras. Calcule sus errores y errores relativos. Evalúe usando anida-
miento y repita los cálculos.
1.6.14 Al resolver la ecuación cuadrática ax2
+ bx + c = 0 se pueden presentar serios problemas de
cancelación catastrófica si una de las raíces es muy pequeña en comparación con la otra. A fin de evitar
este problema en lugar de usar la fórmula
r r
b b ac
a
1 2
2
4
2
, =
− ± −
se usan las fórmulas
r signo
b
a
b
a
b
a
c
a
r
1
2
2
2 2 2
=
−




−
+ 



−








; =
=
c a
r
/
1
.
Utilice los dos métodos para resolver la ecuación x2
– 105
x + 1 = 0 usando truncamiento con 7 cifras
1.6.15 Resuelva la ecuación x2
+ 1000.001x + 1 usando los métodos propuestos en el problema
anterior.
1.6.16 Evalúe la suma
−
( )
=
∑
12
1
60 i
i i!
truncamiento con 10 cifras en el orden usual. Compare
el resultado obtenido sumando en sentido inverso. El valor real de la suma con 10 cifras es
−
( )
= ×
=
−
∑
12
0
1
60
5
i
i i!
.6144212353 10 .
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	29. Capítulo 2
Solución de  ecuaciones
no lineales
2.1 Introducción
Existen ecuaciones de tipo no lineal (no polinomiales) que son muy conocidas debido a
que existen algunos métodos analíticos que conducen a una fórmula para su solución;
como por ejemplo, la solución de ciertas ecuaciones trigonométricas simples. Sin embar-
go, muchas ecuaciones no lineales no se pueden resolver directamente por métodos ana-
líticos, por lo que se deben usar métodos basados en aproximaciones numéricas. En este
capítulo se consideran algunos métodos numéricos para determinar las soluciones reales
de ecuaciones de la forma
f x
( )= 0 (2.1)
donde f es una función real. Para hacer esto se consideran métodos iterativos con el fin
de resolver la ecuación (2.1); esto es, dado un valor inicial x0. se construye una suce-
sión de números reales x x x x
n n
{ } = { }
=
∞
0 0 1 2
, , , . Si la ecuación (2.1) y el método defini-
do son adecuados, se espera que x x
n − →
* 0 cuando n → ∞. En este caso se dice que el
método converge a la solución x*; de no ser así, se dice que el método diverge. Este capítu-
lo se inicia con el método de bisección, ya que este es el más fácil de entender y aplicar.
2.2 Método de bisección
La solución del problema se plantea en términos de que se necesita encontrar el valor de
x tal que f x
( )= 0, un cruce por cero. Para iniciar el método, se determinan dos puntos x0
y 
x0 en los cuales la función toma valores con signo opuesto. Si se supone que la función
es continua, con el teorema del valor intermedio se garantiza que debe existir al menos
un cruce por cero de f entre x0 y 
x0. La función se evalúa entonces en el punto
x x x
1
1
2 0 0
= +
( )
 . El punto 
x1 se elige como análogo del par x x
0 0
, 
( )en el cual el valor de la
función tenga signo opuesto a f x1
( ). Se obtiene así un intervalo x x
1 1
, 
[ ] que continúa
conteniendo un cruce por cero y que tiene la mitad del tamaño del intervalo original. El
proceso se repite hasta que los límites superior e inferior del cruce por cero estén sufi-
cientemente cercanos. La figura 2.1 muestra un paso típico de este método. El método se
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	30. 18 CAPÍTULO 2  Solución de ecuaciones no lineales
detiene cuando x x tol
n n
− <
 o f x tol
n+
( ) <
1 , donde tol es la tolerancia especificada para el método de
bisección [Nakamura, 1992], [Maron, 1995], [Burden et al., 2002], [Nieves et al., 2002].
El método de bisección tiene la ventaja de ser sencillo; sin embargo, la velocidad de convergencia es
lenta y, cuando las iteraciones se aproximan al cruce por cero, es mejor usar otro método que converja
más rápido. En la sección 2.10.1 se presenta un programa desarrollado en Matlab para este método. La
convergencia del método de bisección sólo se asegura a partir de los siguientes resultados.
Teorema 2.1 Suponiendo que f es continua en el intervalo x x
0 0
, 
[ ]y f x f x
0 0 0
( ) ( )<
 , el método de
bisección genera una sucesión xn n
{ } =
∞
1 que aproxima x* a un cruce por cero de f, tal que
x x
x x
n
n n
− ≤
−
≥
* ,
0 0
2
1

Este último teorema implica que
x x O
n n
= + 



*
1
2
donde O n
1 2
( ) es la velocidad de convergencia del método. Se tiene además que el método de bisección
satisface
lím
n
n
n
x x
x x
→∞
+ −
−
=
1 1
2
*
*
(2.2)
por lo que el método converge linealmente.
y f x
= ( )
x0 x1 �
x0
x
y
Figura 2.1 Método de bisección.
Considerando la ecuación f x x x e x x e
x
x
( )= + − + ( )
−
−
1 2 3 2
2 3 5
sen , calcular los cruces por cero dentro del
intervalo 4 20
,
[ ]; usar el método de bisección con un error de 10–5
.
Solución. En primer lugar se gráfica la función para tener una idea del comportamiento dentro del in-
tervalo especificado y de cuántas veces se cruza por cero. Analizando esta figura, a simple vista se puede
determinar que cruza cinco veces por cero y es continua en todo el intervalo. Por tanto, el método de bi-
sección es adecuado para determinar estos cruces por cero.
EJEMPLO 2.1
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La tabla 2.1 provee de todos los pasos intermedios hasta encontrar la convergencia. Los intervalos
donde se encuentran los cruces se pueden visualizar en la figura 2.2; éstos se pueden encontrar numérica-
mente de manera muy sencilla, evaluando la función y tomando dos puntos consecutivos en donde la
función cambia de signo.
En la sección 2.10.1 se tiene un programa codificado en Matlab que encuentra los intervalos que
contienen cada cruce por cero y después aplica el método de bisección para determinar en forma especí-
fica cada uno de ellos.
Se debe precisar que, una vez que se tiene un intervalo y una función continua dentro de ese interva-
lo, este método siempre converge. Sin embargo, no se tiene la garantía de que en cada paso consecutivo
el error decrezca; por esta razón es un método seguro, pero de convergencia lenta.
Tabla 2.1a Tabla de valores que se obtienen al usar el método de bisección al calcular el primer cruce por cero.
n xn f xn
( ) 
xn f xn

( ) xn+1 f xn+
( )
1
0 6.000000 –23.624104 7.000000 126.005431 6.500000 46.010338
1 6.000000 –23.624104 6.500000 46.010338 6.250000 8.632171
2 6.000000 –23.624104 6.250000 8.632171 6.125000 –8.262447
3 6.125000 –8.262447 6.250000 8.632171 6.187500 0.007349
4 6.125000 –8.262447 6.187500 0.007349 6.156250 –4.173800
5 6.156250 –4.173800 6.187500 0.007349 6.171875 –2.094560
6 6.171875 –2.094560 6.187500 0.007349 6.179687 –1.046410
7 6.179687 –1.046410 6.187500 0.007349 6.183593 –0.520228
8 6.183593 –0.520228 6.187500 0.007349 6.185546 –0.256613
9 6.185546 –0.256613 6.187500 0.007349 6.186523 –0.124675
10 6.186523 –0.124675 6.187500 0.007349 6.187011 –0.058673
11 6.187011 –0.058673 6.187500 0.007349 6.187255 –0.025664
12 6.187255 –0.025664 6.187500 0.007349 6.187377 –0.009158
13 6.187377 –0.009158 6.187500 0.007349 6.187438 –0.000904
14 6.187438 –0.000904 6.187500 0.007349 6.187469 0.003222
15 6.187438 –0.000904 6.187469 0.003222 6.187454 0.001158
16 6.187438 –0.000904 6.187454 0.001158 6.187446 0.000127
17 6.187438 –0.000904 6.187446 0.000127 6.187442 –0.000388
18 6.187442 –0.000388 6.187446 0.000127 6.187444 –0.000130
19 6.187444 –0.000130 6.187446 0.000127 6.187445 –1.89869e–6
Figura 2.2 Gráfica de la función f x
( ).
300
400
200
100
0
–100
–200
–300
4 6 8 10 12 14 16 18 20
Amplitud
de
la
función
Intervalo de interés
02 Gutierrez.indd 19 2/4/10 7:26:02 PM
 


	32. 20 CAPÍTULO 2  Solución de ecuaciones no lineales
Tabla 2.1b Tabla de valores que se obtienen al usar el método de bisección al calcular el segundo cruce por cero.
n xn f xn
( ) 
xn f xn

( ) xn+1 f xn+
( )
1
0 9.000000 118.292948 10.000000 –126.264122 9.500000 0.705516
1 9.500000 0.705516 10.000000 –126.264122 9.750000 –63.785375
2 9.500000 0.705516 9.750000 –63.785375 9.625000 –31.507783
3 9.500000 0.705516 9.625000 –31.507783 9.562500 –15.358134
4 9.500000 0.705516 9.562500 –15.358134 9.531250 –7.311246
5 9.500000 0.705516 9.531250 –7.311246 9.515625 –3.298564
6 9.500000 0.705516 9.515625 –3.298564 9.507812 –1.295382
7 9.500000 0.705516 9.507812 –1.295382 9.503906 –0.294639
8 9.500000 0.705516 9.503906 –0.294639 9.501953 0.205512
9 9.501953 0.205512 9.503906 –0.294639 9.502929 –0.044544
10 9.501953 0.205512 9.502929 –0.044544 9.502441 0.080488
11 9.502441 0.080488 9.502929 –0.044544 9.502685 0.017973
12 9.502685 0.017973 9.502929 –0.044544 9.502807 –0.013285
13 9.502685 0.017973 9.502807 –0.013285 9.502746 0.002343
14 9.502746 0.002343 9.502807 –0.013285 9.502777 –0.005470
15 9.502746 0.002343 9.502777 –0.005470 9.502761 –0.001563
16 9.502746 0.002343 9.502761 –0.001563 9.502754 0.000390
17 9.502754 0.000390 9.502761 –0.001563 9.502758 –0.000586
18 9.502754 0.000390 9.502758 –0.000586 9.502756 –9.82125e–5
Tabla 2.1c Tabla de valores que se obtienen al usar el método de bisección al calcular el tercer cruce por cero.
n xn f xn
( ) 
xn f xn

( ) xn+1 f xn+
( )
1
0 12.000000 –143.229664 13.000000 164.123770 12.500000 4.732499
1 12.000000 –143.229664 12.500000 4.732499 12.250000 –73.208212
2 12.250000 –73.208212 12.500000 4.732499 12.375000 –34.926682
3 12.375000 –34.926682 12.500000 4.732499 12.437500 –15.229780
4 12.437500 –15.229780 12.500000 4.732499 12.468750 –5.276783
5 12.468750 –5.276783 12.500000 4.732499 12.484375 –0.278543
6 12.484375 –0.278543 12.500000 4.732499 12.492187 2.225456
7 12.484375 –0.278543 12.492187 2.225456 12.488281 0.973066
8 12.484375 –0.278543 12.488281 0.973066 12.486328 0.347162
9 12.484375 –0.278543 12.486328 0.347162 12.485351 0.034284
10 12.484375 –0.278543 12.485351 0.034284 12.484863 –0.122135
11 12.484863 –0.122135 12.485351 0.034284 12.485107 –0.043927
12 12.485107 –0.043927 12.485351 0.034284 12.485229 –0.004821
13 12.485229 –0.004821 12.485351 0.034284 12.485290 0.014731
14 12.485229 –0.004821 12.485290 0.014731 12.485260 0.004954
15 12.485229 –0.004821 12.485260 0.004954 12.485244 6.65014e–5
02 Gutierrez.indd 20 2/4/10 7:26:03 PM
 


	33. 2.2 Método de  bisección 21
Tabla 2.1d Tabla de valores que se obtienen al usar el método de bisección al calcular el cuarto cruce por cero.
n xn f xn
( ) 
xn f xn

( ) xn+1 f xn+
( )
1
0 15.000000 249.537288 16.000000 –63.137906 15.500000 101.272844
1 15.500000 101.272844 16.000000 –63.137906 15.750000 18.428240
2 15.750000 18.428240 16.000000 –63.137906 15.875000 –22.850348
3 15.750000 18.428240 15.875000 –22.850348 15.812500 –2.293390
4 15.750000 18.428240 15.812500 –2.293390 15.781250 8.052087
5 15.781250 8.052087 15.812500 –2.293390 15.796875 2.874856
6 15.796875 2.874856 15.812500 –2.293390 15.804687 0.289527
7 15.804687 0.289527 15.812500 –2.293390 15.808593 –1.002242
8 15.804687 0.289527 15.808593 –1.002242 15.806640 –0.356434
9 15.804687 0.289527 15.806640 –0.356434 15.805664 –0.033472
10 15.804687 0.289527 15.805664 –0.033472 15.805175 0.128023
11 15.805175 0.128023 15.805664 –0.033472 15.805419 0.047274
12 15.805419 0.047274 15.805664 –0.033472 15.805541 0.006900
13 15.805541 0.006900 15.805664 –0.033472 15.805603 –0.013285
14 15.805541 0.006900 15.805603 –0.013285 15.805572 –0.003192
15 15.805541 0.006900 15.805572 –0.003192 15.805557 0.001854
16 15.805557 0.001854 15.805572 –0.003192 15.805564 –0.000669
17 15.805557 0.001854 15.805564 –0.000669 15.805561 0.000592
18 15.805561 0.000592 15.805564 –0.000669 15.805562 –3.83656e–5
Tabla 2.1e Tabla de valores que se obtienen al usar el método de bisección al calcular el quinto cruce por cero.
n xn f xn
( ) 
xn f xn

( ) xn+1 f xn+
( )
1
0 18.000000 –202.342578 19.000000 84.994649 18.500000 –69.223908
1 18.500000 –69.223908 19.000000 84.994649 18.750000 7.683801
2 18.500000 –69.223908 18.750000 7.683801 18.625000 –31.130974
3 18.625000 –31.130974 18.750000 7.683801 18.687500 –11.774935
4 18.687500 –11.774935 18.750000 7.683801 18.718750 –2.053533
5 18.718750 –2.053533 18.750000 7.683801 18.734375 2.813750
6 18.718750 –2.053533 18.734375 2.813750 18.726562 0.379686
7 18.718750 –2.053533 18.726562 0.379686 18.722656 –0.837038
8 18.722656 –0.837038 18.726562 0.379686 18.724609 –0.228703
9 18.724609 –0.228703 18.726562 0.379686 18.725585 0.075484
10 18.724609 –0.228703 18.725585 0.075484 18.725097 –0.076611
11 18.725097 –0.076611 18.725585 0.075484 18.725341 –0.000563
12 18.725341 –0.000563 18.725585 0.075484 18.725463 0.037460
13 18.725341 –0.000563 18.725463 0.037460 18.725402 0.018448
14 18.725341 –0.000563 18.725402 0.018448 18.725372 0.008942
15 18.725341 –0.000563 18.725372 0.008942 18.725357 0.004189
16 18.725341 –0.000563 18.725357 0.004189 18.725349 0.001812
17 18.725341 –0.000563 18.725349 0.001812 18.725345 0.000624
18 18.725341 –0.000563 18.725345 0.000624 18.725343 3.054369e–5
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2.3 Método de la falsa posición o regla falsa
Una modificación simple del método de bisección produce otro método que siempre es convergente [Na-
kamura, 1992], [Maron, 1995], [Burden et al., 2002], [Nieves et al., 2002]. Si se pueden elegir dos aproxi-
maciones iniciales x0 y 
x0 tales que los dos valores de la función en esos puntos tengan signo opuesto,
entonces es posible generar una sucesión de valores que siempre tengan esta propiedad. Para iniciar, se
construye la recta que pasa por los puntos x f x
0 0
, ( )
( ) y  
x f x
0 0
, ( )
( ). De acuerdo con la figura 2.3, se tiene
que m m
1 2
= ; por tanto:
f x f x
x x
f x f x
x x
1 0
1 0
0 0
0 0
( )− ( )
−
=
( )− ( )
−


(2.3a)
El valor del cruce por cero se define cuando se tiene un valor de x1, dado por la recta definida por la
ecuación (2.3a), donde se cumple que f x1 0
( )= . Así, la ecuación anterior queda de la siguiente forma
0 0
1 0
0 0
0 0
− ( )
−
=
( )− ( )
−
f x
x x
f x f x
x x


Despejando x1 se obtiene
x x
f x x x
f x f x
1 0
0 0 0
0 0
= −
( ) −
( )
( )− ( )


(2.3b)
Utilizando la ecuación (2.3b), el valor de 
x1 se elige tomando un valor entre x0 y 
x0 de tal forma que
el valor de la función sea opuesto en signo a f x1
( ). Así, valores de x1 y 
x1 definen un menor intervalo que
contiene el cruce por cero. El proceso continua tomando siempre lados opuestos del cruce por cero. La
penalidad que ocasiona esta modificación del método de bisección es el número de operaciones necesa-
rias para calcular los valores de xn n
{ } =
∞
1. La longitud de los nuevos intervalos, para el método de falsa po-
sición, no decrece en cada nueva iteración como en el método de bisección, es decir, no siempre se
garantiza que el nuevo intervalo sea la mitad (o menor) del intervalo anterior. Por esta razón, aunque el
método de la falsa posición normalmente tiene una mejor convergencia que el método de bisección, no
siempre será el caso. El programa desarrollado en Matlab para el método de falsa posición se proporciona
en la sección 2.10.2.
Figura 2.3 Método de la falsa posición.
y f x
= ( )
x0
�
x0
x
y
x1
m1
m2
Considerando la misma ecuación que en el ejemplo 2.1, es decir, f x x x e x x e
x
x
( )= + − + ( )
−
−
1 2 3 2
2 3 5
sen ;
calcular los cruces por cero dentro del intervalo 4 20
,
[ ]; usar el método de regla falsa o falsa posición con
un error máximo de 10–5
.
Solución. La tabla 2.2 muestra todos los resultados del cálculo de los cruces por cero.
EJEMPLO 2.2
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Tabla 2.2a Tabla de valores que se obtienen al usar el método de falsa posición
al calcular el primer cruce por cero.
n xn f xn
( ) 
xn f xn

( ) xn+1 f xn+
( )
1
0 6.000000 –23.624104 7.000000 126.005431 6.157883 –3.957441
1 6.157883 –3.957441 7.000000 126.005431 6.183526 –0.529249
2 6.183526 –0.529249 7.000000 126.005431 6.186941 –0.068115
3 6.186941 –0.068115 7.000000 126.005431 6.187381 –0.008721
4 6.187381 –0.008721 7.000000 126.005431 6.187437 –0.001115
5 6.187437 –0.001115 7.000000 126.005431 6.187444 –0.000142
6 6.187444 –0.000142 7.000000 126.005431 6.187445 –1.82674e–5
Tabla 2.2b Tabla de valores que se obtienen al usar el método de falsa posición
al calcular el segundo cruce por cero.
n xn f xn
( ) 
xn f xn

( ) xn+1 f xn+
( )
1
0 9.000000 118.292948 10.000000 –126.264122 9.483702 4.871535
1 9.483702 4.871535 10.000000 –126.264122 9.502882 –0.032504
2 9.483702 4.871535 9.502882 –0.032504 9.502755 4.91275e–5
Tabla 2.2c Tabla de valores que se obtienen al usar el método de falsa posición
al calcular el tercer cruce por cero.
n xn f xn
( ) 
xn f xn

( ) xn+1 f xn+
( )
1
0 12.000000 –143.229664 13.000000 164.123770 12.466009 –6.151974
1 12.466009 –6.151974 13.000000 164.123770 12.485302 0.018546
2 12.466009 –6.151974 12.485302 0.018546 12.485244 –3.02743e–5
Tabla 2.2d Tabla de valores que se obtienen al usar el método de falsa posición
al calcular el cuarto cruce por cero.
n xn f xn
( ) 
xn f xn

( ) xn+1 f xn+
( )
1
0 15.000000 249.537288 16.000000 –63.137906 15.798071 2.478624
1 15.798071 2.478624 16.000000 –63.137906 15.805699 –0.045230
2 15.798071 2.478624 15.805699 –0.045230 15.805562 –1.99405e–5
Tabla 2.2e Tabla de valores que se obtienen al usar el método de falsa posición
al calcular el quinto cruce por cero.
n xn f xn
( ) 
xn f xn

( ) xn+1 f xn+
( )
1
0 18.000000 –202.342578 19.000000 84.994649 18.704198 –6.582714
1 18.704198 –6.582714 19.000000 84.994649 18.725461 0.036746
2 18.704198 –6.582714 18.725461 0.036746 18.725343 –2.05257e–5
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2.4 Método de la secante
Un problema obvio que surge con el método de la falsa posición es que, dependiendo de la función, el
intervalo de búsqueda puede no decrecer. El problema se evita al considerar los puntos en sucesión estric-
ta en el sentido de que el valor más viejo se descarta, y sólo se usan los dos valores más recientes al calcu-
lar el nuevo valor. Esta idea conduce al método de la secante [Maron, 1995], [Burden et al., 2002], [Nieves
et al., 2002], [Rodríguez, 2003], [Cordero et al., 2006], el cual se puede deducir de manera simple utilizan-
do la figura 2.4, es decir, si se tiene que m m
1 2
= , entonces,
f f
x x
f f
x x
1 0
1 0
2 1
2 1
−
−
=
−
−
, donde se tiene por notación que f f x
n n
= ( ).
Si se tiene que f x2 0
( )= , entonces se llega a
x x
x x f x
f x f x
2 1
1 0 1
1 0
− =
− −
( ) ( )
( )− ( )
Reagrupando, se llega finalmente a
x x
f x x x
f x f x
n n
n n n
n n
+
−
−
= −
( ) −
( )
( )− ( )
1
1
1
(2.4)
El método de la secante necesita dos valores iniciales x0 y x1 para comenzar. Los valores f x0
( )y f x1
( )
se calculan y dan dos puntos sobre la curva. El nuevo punto de la sucesión es el punto en el cual la recta
que une los dos puntos previos corta al eje x. Si se compara la fórmula (2.4) con la (2.3b), se puede notar
que poseen la misma estructura; la única diferencia es la forma de tomar los datos en los pasos de itera-
ción. En el método de la secante los puntos se usan en una sucesión estricta. Cada vez que se encuentra un
nuevo punto, el número más atrasado se descarta. Al operar de esta forma, se tendrán ciertas iteraciones
idénticas a las que se obtienen al aplicar el método de regla falsa; sin embargo, en este método, es total-
mente posible que la sucesión diverja como se muestra en la figura 2.5, donde el punto x2 esta claramente
más lejano de la raíz que el punto x1. La rapidez de convergencia de este método, cuando se está suficien-
temente cerca de la solución, es superior a la de los métodos de bisección y falsa posición. El programa
desarrollado en Matlab para este método se proporciona en la sección 2.10.3.
x
y
�
x0
x1
x0
x2
y f x
= ( )
Figura 2.5 Divergencia del método de la secante.
x
y
x0
x1
x2
m1
m2
y f x
= ( )
f1
f2
f0
Figura 2.4 Método de la secante.
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La figura 2.5 muestra que el método de la secante puede divergir dependiendo de la naturaleza del
problema; sin embargo, antes de aplicarlo, se puede hacer una prueba de convergencia, para lo cual se
cuenta con el siguiente teorema que la garantiza.
Teorema 2.2 Suponiendo que f tiene segunda derivada continua, sea x* tal que f x
( *) = 0y ′ ≠
f x
( *) 0.
Si x0 es lo suficientemente cercana a x*, la sucesión { }
xk k=
∞
0 generada por el método de la secante converge
a x* con un orden de convergencia aproximado de τ1 1 618
≈ . .
Demostración Si se define f a b
f b f a
b a
,
( ) ( )
[ ]=
−
−
, se tiene que
x x x x f x
x x
f x f x
k k k
k k
k k
+
−
−
− = − −
−
−




1
1
1
* * ( )
( ) ( )


Reagrupando, se obtiene
x x x x
f x x f x x
f x x
k k
k x k
x
+
− −
−
− = −
( )
[ ]− [ ]
1
1 1
1
* *
, , *
, k
k
[ ]
{ } (2.5)
Definiendo además
f a b c
f a b f b c
a c
, ,
, ,
[ ]=
[ ]− [ ]
−
(2.6)
se puede escribir la ecuación (2.5) como
x x x x x x
f x x x
f x
k k k
k k
k
+ −
−
−
− = −
( ) −
( )
[ ]
1 1
1
1
* * *
, , *
, x
xk
[ ]
Ahora, del teorema del valor medio se tiene que existen ξk entre x x
k k
, −
[ ]
1 , ηk entre x x
k k
−
[ ]
1 , y x*,
tales que:
f x x f
k k k
−
[ ]=
1 , ( )
ξ
y
f x x x f
k k k
−
[ ]=
1
1
2
, , * ( )
η
Reformulando (2.6), se tiene que
x x
f
f
x x x x
k
k
k
k k
+ −
− =
′′
′
−
( ) −
( )
1 1
2
*
( )
( )
* *
η
ξ
(2.7)
Se concluye de inmediato que el proceso converge si se inicia lo suficiente cerca de x*. Para determi-
nar el orden de convergencia, se nota que para k grande la ecuación (2.7) se transforma en
x x M x x x x
k k k
+ −
− = −
( ) −
( )
1 1
* * *
donde M
f x
f x
=
′′
′
( *)
( *)
2
. Si se define εk k
x x
= − *, se tiene que cuando k es lo suficientemente grande, enton-
ces se tiene
ε ε ε
k k k
M
+ −
=
1 1
Tomando el logaritmo de esta ecuación y haciendo que y M
k k
= log ε , se obtiene
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y y y
k k k
+ −
= +
1 1
la cual es la ecuación en diferencias de los números de Fibonacci. Una solución a esta ecuación debe sa-
tisfacer
y y
k k
+ − →
1 1 0
τ
donde τ1 1 618
≈ . , por lo que
log log
M M
k k
ε τ ε
+ − →
1 1 0
Utilizando una de las propiedades de los logaritmos, se obtiene
log
M
M
k
k
ε
ε
τ
+
( )
→
1
1
0
y por tanto
ε
ε
τ
k
k
M
+ −
( )
→
1 1
1
Considerando la misma ecuación que en el ejemplo 2.1, es decir, f x x x e x x e
x
x
( )= + − + ( )
−
−
1 2 3 2
2 3 5
sen ,
calcular los cruces por cero dentro del intervalo 4 20
,
[ ]; usar el método de la secante con un error máximo
de 10–5
.
Solución. Para este ejemplo en particular, la sección 2.10.4 contiene el código Matlab que da la solución
completa y, como resultado, se obtiene la tabla 2.3 enunciada a continuación.
Tabla 2.3a Tabla de valores que se obtienen al usar el método de la secante
al calcular el primer cruce por cero.
n xn f xn
( ) xn+1 f xn+
( )
1 xn+2 f xn+
( )
2
0 6.000000 –23.624104 7.000000 126.005431 6.157883 –3.957441
1 7.000000 126.005431 6.157883 –3.957441 6.183526 –0.529249
2 6.157883 –3.957441 6.183526 –0.529249 6.187485 0.005409
3 6.183526 –0.529249 6.187485 0.005409 6.187445 –7.15024e–6
Tabla 2.3b Tabla de valores que se obtienen al usar el método de la secante
al calcular el segundo cruce por cero.
n xn f xn
( ) xn+1 f xn+
( )
1 xn+2 f xn+
( )
2
0 9.000000 118.292948 10.000000 –126.264122 9.483702 4.871535
1 10.000000 –126.264122 9.483702 4.871535 9.502882 –0.032504
2 9.483702 4.871535 9.502882 –0.032504 9.502755 4.91275e–5
EJEMPLO 2.3
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Tabla 2.3c Tabla de valores que se obtienen al usar el método de la secante
al calcular el tercer cruce por cero.
n xn f xn
( ) xn+1 f xn+
( )
1 xn+2 f xn+
( )
2
0 12.000000 –143.229664 13.000000 164.123770 12.466009 –6.151974
1 13.000000 164.123770 12.466009 –6.151974 12.485302 0.018546
2 12.466009 –6.151974 12.485302 0.018546 12.485244 –3.02743e–5
Tabla 2.3d Tabla de valores que se obtienen al usar el método de la secante
al calcular el cuarto cruce por cero.
n xn f xn
( ) xn+1 f xn+
( )
1 xn+2 f xn+
( )
2
0 15.000000 249.537288 16.000000 –63.137906 15.798071 2.478624
1 16.000000 –63.137906 15.798071 2.478624 15.805699 –0.045230
2 15.798071 2.478624 15.805699 –0.045230 15.805562 –1.99405e–5
Tabla 2.3e Tabla de valores que se obtiene al usar el método de la secante
al calcular el quinto cruce por cero.
n xn f xn
( ) xn+1 f xn+
( )
1 xn+2 f xn+
( )
2
0 18.000000 –202.342578 19.000000 84.994649 18.704198 –6.582714
1 19.000000 84.994649 18.704198 –6.582714 18.725461 0.036746
2 18.704198 –6.582714 18.725461 0.036746 18.725343 –2.05257e–5
2.5 Método del punto fijo
El método del punto fijo es fácil de usar y se aplica a una amplia variedad de problemas. En su forma más
simple, la ecuación que se va a iterar se obtiene reagrupando la ecuación que contiene x en el lado izquier-
do de la ecuación. Una aproximación a x se inserta en el lado derecho; así se calcula un nuevo valor de x.
El nuevo valor de x se usa en el cálculo para dar más valores de x, y el proceso se repite en forma iterativa.
Si el punto inicial y la reordenación de la ecuación son adecuados, los valores se aproximan cada vez más
a la solución verdadera. En este caso se puede decir que el método es convergente. A menos que se requie-
ra un análisis cuidadoso, es muy fácil elegir un método que dé una sucesión de valores que poco a poco
convergen a la solución de la ecuación dada [Burden et al., 2002], [Nieves et al., 2002], [Rodríguez, 2003],
[Cordero et al., 2006].
Resulta fácil mostrar gráficamente las circunstancias bajo las cuales el proceso converge. La figura
2.6a muestra una gráfica típica en la cual el proceso es convergente. Se traza la curva y g x
= ( ), y esto per-
mite obtener de la gráfica el valor y g x
0 0
= ( ). Entonces se requiere el valor x y
1 0
= , y esto se encuentra
trazando la línea y x
= . Así se puede obtener el valor apropiado de x. Trazando las líneas comenzando de
x0 a x1, etc., se observa que los valores están convergiendo al punto x*, donde x g x
* *
= ( ), que es la solu-
ción de la ecuación. En este tipo de convergencia, la diferencia entre la aproximación y la solución verda-
dera siempre tienen el mismo signo; debido a esto, los valores se aproximan a la solución de manera
estable. Este tipo de comportamiento se conoce como monótonamente convergente. La figura 2.6b mues-
tra otro tipo de convergencia posible donde los valores oscilan en cualquier lado de la solución verdadera.
Este tipo de oscilación convergente es muy conveniente debido a que los dos últimos valores dan límites
en donde está la solución verdadera. Sin embargo, es igualmente posible que el método diverja; las figuras
2.6c y 2.6d muestran dos ejemplos sencillos de cómo puede ocurrir esto.
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Del estudio de las gráficas queda claro que el proceso va a ser convergente cuando la derivada de la
función g x
( )es menor que la derivada de la línea y x
= . Por ejemplo, en la región cubierta por la iteración
se requiere que
′( ) <
g x 1
Esto se puede demostrar teóricamente, si se tiene que
x g x n
n n
+ = ( ) =
( )
1 0 1 2
, , , ,...
y la solución verdadera x* satisface
x g x
* *
= ( )
Restando estas ecuaciones se obtiene
x x g x g x
n n
* *
− = ( )− ( )
+1
Usando el teorema del valor medio en el lado derecho de la ecuación, se tiene
g x g x x x g
n n
* *
( )− ( )= −
( ) ′( )
ζ
donde ζ es algún valor entre x* y xn. Si se define εn n
x x
= −
* la ecuación anterior será
ε ζ ε
n n
g
+ = ′( )⋅
1
x
y
y g x
= ( )
y x
=
x2
x1
x0 x
y
y g x
= ( )
y x
=
x2 x3 x1
x0
x
y
y g x
= ( )
y x
=
x2
x1
x0
x
y
y g x
= ( )
y x
=
x2 x1 x3
x0
c) Divergente d) Divergente
Figura 2.6 Método de punto fijo.
a) Convergente b) Convergente
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y, si ′( ) <
g ζ 1, entonces el error siempre decrecerá paso a paso. Para ′( ) >
g ζ 1, el error será creciente. En
la sección 2.10.4 se proporciona el programa desarrollado en Matlab para este método. Para el método del
punto fijo, se tiene el siguiente teorema.
Teorema 2.6 Sea g una función continua en el intervalo a b
,
[ ] con a g x b
≤ ( )≤ para a x b
≤ ≤ . Su-
poniendo que ′
g es continua en a b
,
[ ] y que existe una constante 1 0
> >
K tal que
′( ) ≤
g x K para toda x en a b
,
[ ]
Si ′( )≠
g p 0, entonces para cualquier p a b
0 ∈[ ]
, , la sucesión generada por
x g x n
n n
+ = ( ) =
1 1 2
, , ,
converge linealmente a p en a b
,
[ ], con p g p
= ( ).
Considerando la ecuación f x x x e x x e
x
x
( )= + − + ( )
−
−
1 2 3 2
2 3 5
sen , calcular los cruces por cero dentro del
intervalo 4 20
,
[ ]; usar el método de punto fijo con un error máximo de 10–5
.
Solución. Para aplicar el método se iguala la función a cero y se despeja en variable en función de la
misma variable; así se obtiene:
x g x
x x e
x e
n n
n n
x
n
n
+ +
−
−
−
= ( )=
− − + ( )
( )
1 1
1
2
3
1 2 3
2
sen x
xn
5








EJEMPLO 2.4
Como resultado de la aplicación de este programa se obtiene la tabla 2.4 que muestra todos los pasos
intermedios hasta llegar a la convergencia.
Tabla 2.4a Tabla de valores que se obtienen al usar el método de punto fijo
al calcular el primer cruce por cero.
n xn f xn
( ) gxn+1 f gxn+
( )
1
0 6.000000 –23.624104 6.185174 –0.306835
1 6.185174 –0.306835 6.187419 –0.003554
2 6.187419 –0.003554 6.187445 –4.11259e–5
Tabla 2.4b Tabla de valores que se obtienen al usar el método de punto fijo
al calcular el segundo cruce por cero.
n xn f xn
( ) gxn+1 f gxn+
( )
1
0 9.000000 118.292948 9.503571 –0.208860
1 9.503571 –0.208860 9.502754 0.000241
2 9.502754 0.000241 9.502755 –2.80076e–7
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Tabla 2.4c Tabla de valores que se obtienen al usar el método de punto fijo
al calcular tercer cruce por cero.
n xn f xn
( ) gxn+1 f gxn+
( )
1
0 12.000000 –143.229664 12.486554 0.419841
1 12.486554 0.419841 12.485240 –0.001255
2 12.485240 –0.001255 12.485244 3.75685e–6
Tabla 2.4d Tabla de valores que se obtienen al usar el método de punto fijo
al calcular cuarto cruce por cero.
n xn f xn
( ) gxn+1 f gxn+
( )
1
0 15.000000 249.537288 15.800338 1.728367
1 15.800338 1.728367 15.805526 0.012094
2 15.805526 0.012094 15.805562 8.46963e–5
Tabla 2.4e Tabla de valores que se obtienen al usar el método de punto fijo
al calcular el quinto cruce por cero.
n xn f xn
( ) gxn+1 f gxn+
( )
1
0 18.000000 –202.342578 18.733198 2.447108
1 18.733198 2.447108 18.725253 –0.028061
2 18.725253 –0.028061 18.725344 0.000321
3 18.725344 0.000321 18.725343 –3.68681e–6
2.6 Método de Newton-Raphson
Los métodos de cálculo estándar se utilizan para encontrar un método con rapidez de convergencia satis-
factorio. Si la iteración ha alcanzado el punto xn, entonces se requiere un incremento ∆xn que tomará el
proceso hacia el punto solución x*. Si se hace la expansión de f x*
( ) en series de Taylor se tiene que:
0
2
2
= ( ) ≡ +
( )= ( )+ ′( )+
( )
′
f x f x x f x x f x
x
n n n n n
n
*
!
∆ ∆
∆
′
′( )+
f xn 
(2.8)
Si la distancia ∆xn entre el punto de la iteración actual y la solución verdadera es suficientemente pe-
queña, entonces, tomando los dos primeros términos del lado derecho de la ecuación (2.8), se obtiene:
0 ≈ ( )+ ′( )
f x x f x
n n n
∆
Así, despejando ∆xn se llega a la expresión
∆x
f x
f x
n
n
n
≈ −
( )
′( )
Si se toma
∆x x x
n n n
= −
+1
despejando xn+1 y sustituyendo en el valor de ∆xn, se obtiene el método de Newton-Raphson como [Ma-
thews, 2000], [Burden et al., 2002], [Nieves et al., 2002], [Rodríguez, 2003], [Cordero et al., 2006]:
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x
y
y f x
= ( )
x2 x1 x0
f (x0)
q Dx
x
y
y f x
= ( )
x2
x1
x0
x x
f x
f x
n n
n
n
+ = −
( )
′( )
1 (2.9)
Si se traza la tangente a la curva en el punto x0, entonces:
tanθ =
( )
−
= ′( )
f x
x
f x
0
0
∆
Debido a esto, el paso ∆x se encuentra gráficamente trazando la tangente a la curva en el punto de la
presente iteración, y se encuentra donde corta el eje x. (Esto se muestra en forma gráfica en la figura 2.7.)
Este valor de x en el cruce se usa en la siguiente iteración. La aproximación gráfica es útil para demostrar
las propiedades de convergencia del método de Newton-Raphson.
Figura 2.7 Método de Newton-Raphson.
Hay varias formas en las cuales el método puede no converger. La figura 2.8 muestra un ejemplo de
una curva inclinada a lo largo del eje. Es evidente que el método de Newton-Raphson diverge en este caso.
Como contraste, es claro que para una curva como la de la figura 2.7 el método de Newton-Raphson con-
verge monótonamente.
Figura 2.8 Divergencia del método de Newton-Raphson.
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Otra posibilidad es mostrarlo por las oscilaciones de la figura 2.9. Aquí, la derivada en el punto x0
genera un punto x1 en el que se calcula una derivada. Ésta genera un punto en la misma área que x0 de tal
forma que el proceso oscila alrededor de un punto que no es la solución. Por supuesto, es esencial en un
proceso iterativo en computadora tener alguna forma de detenerlo si éste no converge.
Figura 2.9 Oscilación del método de Newton-Raphson.
En vista de las dificultades que pueden surgir cuando se usa el método de Newton-Raphson, se nece-
sita verificar con cuidado que el proceso converja satisfactoriamente. La convergencia se puede garantizar
cuando la función tiene una segunda derivada que no cambia de signo en la región de iteración, es decir,
satisface la siguiente condición
f x f x
( ) ′′( )> 0
Si la segunda derivada se puede calcular fácilmente, es posible usar esta condición para verificar la
convergencia. Si la convergencia no se puede calcular matemáticamente, entonces es necesario progra-
mar con cuidado para monitorear el progreso de las iteraciones y ver si están convergiendo. Si no hay
signos de convergencia, se tendrá que cambiar el programa y emplear otro método iterativo que garanti-
ce la convergencia. Aun cuando el método muestre la convergencia, puede haber dificultades si la rapidez
de convergencia es lenta.
Lo atractivo del método de Newton-Raphson es que, cuando los errores son pequeños, cada error es
proporcional al cuadrado del error previo, lo cual ocasiona que la convergencia sea más rápida que la
relación lineal que sostiene la iteración simple. El error relacionado con el método de Newton-Raphson
se establece expandiendo f x
( ) alrededor del punto xn, así
0
2
2
= ( )= ( )+ −
( ) ′( )+
−
( )
′′(
f x f x x x f x
x x
f
n n n
n
* *
*
!
ζ)
) (2.10)
donde ζ es algún valor de x entre xn y x*. El término f x f x
n n
( ) ′( ) de la fórmula de Newton-Raphson
se encuentra en la ecuación (2.9) y se sustituye en la (2.10) para dar
x x x x
x x f
f x
n n n
n
n
+ = + −
( )+
−
( ) ′′( )
′( )
1
2
2
*
*
!
ζ
De esta manera, probando que ′( )
f xn y ′′( )
f ζ no son cero, el error es un múltiplo del cuadrado del
error previo. Así se tiene que
x
y
y f x
= ( )
x2 x3
x1
x0
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x x
x x f
f x
n
n
n
*
*
!
− = −
−
( ) ′′( )
′( )
+1
2
2
ζ
con lo que se establece el siguiente teorema.
Teorema 2.4 Suponiendo que f tiene segunda derivada continua y sea x* tal que f x
( *) = 0 y
′ ≠
f x
( *) 0. Si x0 es lo suficientemente cercana a x*, la sucesión { }
xk k=
∞
0 generada por el método de Newton-
Raphson converge a x* con un orden de convergencia de al menos 2.
Este método se desarrolla en la plataforma que ofrece Matlab y se programa para dar todos los cruces
por cero de una función no lineal que se mueve en plano real. El programa de cómputo se provee en la
sección 2.10.5 de este capítulo. El resultado de ejecutar este programa se resume en la tabla 2.5, aquí se
dan todos los pasos intermedios hasta lograr la convergencia.
Con la misma ecuación del ejemplo 2.1, es decir, f x x x e x x e
x
x
( )= + − + ( )
−
−
1 2 3 2
2 3 5
sen . Calcular los cru-
ces por cero dentro del intervalo 4 20
,
[ ]; usar el método de Newton-Raphson con un error máximo
de10 5
−
.
Solución. La tabla 2.5 muestra los resultados numéricos del cálculo de los cruces por cero utilizando el
método de Newton-Raphson.
Tabla 2.5a Tabla de valores que se obtienen al usar el método de Newton-Raphson
al calcular el primer cruce por cero.
n xn f xn
( ) ′( )
f xn
0 6.000000 –23.624104 116.204971
1 6.203296 2.154944 136.658802
2 6.187528 0.011142 135.240326
3 6.187445 3.086892e–7 135.232833
Tabla 2.5b Tabla de valores que se obtienen al usar el método de Newton-Raphson
al calcular el segundo cruce por cero.
n xn f xn
( ) ′( )
f xn
0 9.000000 118.292948 –204.321275
1 9.578955 –19.604657 –258.215107
2 9.503031 –0.070709 –256.082005
3 9.502755 –1.477762e–6 –256.071298
Tabla 2.5c Tabla de valores que se obtienen al usar el método de Newton-Raphson
para calcular el tercer cruce por cero.
n xn f xn
( ) ′( )
f xn
0 12.000000 –143.229664 258.157006
1 12.554816 22.395130 323.174443
2 12.485518 0.087849 320.370373
3 12.485244 1.958645e–6 320.356083
EJEMPLO 2.5
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Tabla 2.5d Tabla de valores que se obtienen al usar el método de Newton-Raphson
al calcular el cuarto cruce por cero.
n xn f xn
( ) ′( )
f xn
0 15.000000 249.537288 –253.302600
1 15.985135 –58.420480 –318.111897
2 15.801487 1.348182 –330.895919
3 15.805561 0.000322 –330.736660
4 15.805562 1.864464e–11 –330.736621
Tabla 2.5e Tabla de valores que se obtienen al usar el método de Newton-Raphson
al calcular el quinto cruce por cero.
n xn f xn
( ) ′( )
f xn
0 18.000000 –202.342578 220.423607
1 18.917971 59.887064 308.343028
2 18.723749 –0.496616 311.469309
3 18.725343 1.849543e–5 311.492374
Análisis de resultados
La tabla 2.6 muestra una comparación de los cinco métodos; todos están implementados bajo las mismas
restricciones. Analizando los resultados, se puede notar de manera simple que para converger a la tole-
rancia especificada, salvo el caso de bisección, el resto de los métodos convergen prácticamente en el
mismo número de iteraciones.
Tabla 2.6 Tabla comparativa de número de iteraciones empleadas en el cálculo de cada cruce
por cero, utilizando diferentes métodos.
Método utilizado
Número de iteraciones para encontrar los cruces por cero
con un error máximo de 10–5
Primero Segundo Tercero Cuarto Quinto
Bisección 20 19 16 19 19
Regla Falsa 7 3 3 3 3
Secante 4 3 3 3 3
Punto fijo 3 3 3 3 4
Newton-Raphson 3 3 3 4 3
Para el caso del ejemplo de aplicación, si se analiza la función a iterar en punto fijo, se tiene
x
x x e
x e
n
n n
x
n
x
n
n
+
−
−
−
=
− − + ( )
( )





1
1
2
3
5
1 2 3
2
sen




Si se sabe que el primer cruce por cero está en el intervalo 6 7
,
[ ]; adicionalmente, si se toma como
comienzo el inicio del intervalo, la función ángulo cuyo seno dará como resultado
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0 0980103287414036
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Este resultado es el arco complementario de 2π. Así, el resultado correcto es
x1 2 0 0980103287414036
= − =
π . 6.18517497843818
Si se sabe de antemano que el seno es una función circular, en cada caso se debe hacer el ajuste para
interpretar correctamente el resultado de la ecuación; si no, siempre se tendrá de forma errónea que la
ecuación es no convergente.
2.7 Aproximaciones iniciales de los cruces por cero
Las siguientes ideas pueden ser útiles para calcular las aproximaciones iniciales de las soluciones de una
ecuación:
La gráfica de la ecuación por resolver puede dar información para localizar los cruces por cero.
El conocimiento de las circunstancias físicas del problema que se está modelando pueden conducir a
una buena aproximación inicial de los cruces por cero.
Alternativamente, en ocasiones es posible reescribir la ecuación en otra expresión equivalente y ésta
nos puede indicar la posición aproximada de los cruces por cero.
En ocasiones la ecuación se pueden separar en dos partes, y la intersección de las gráficas de las dos
funciones puede indicar con más claridad la ubicación de los cruces por cero que la gráfica de la función
original.
Si se está considerando un programa automático de cómputo, entonces se puede hacer el cálculo sis-
temático de valores de la función hasta que se encuentren dos valores de signo contrario. Para funciones
continuas, estos valores contienen un cruce por cero.
Cuando se tiene el caso de que en ciertas regiones parte de la ecuación es insignificante, es posible
obtener una aproximación a la solución resolviendo la parte residual de la ecuación.
2.8 Sistemas de ecuaciones no lineales
Algunos de los métodos de la sección previa se pueden generalizar para obtener la solución de sistemas de
ecuaciones no lineales, aunque el análisis de las propiedades de convergencia no es sencillo. Se analizan
dos de ellos, como son el de Newton-Raphson y el de punto fijo multivariable. A continuación se propor-
ciona una descripción de cada uno de ellos.
2.8.1 Newton-Raphson
En el caso del método de Newton-Raphson, éste se puede extender al caso de dos ecuaciones simultáneas
no lineales con dos incógnitas [Grainger et al., 1996], de la forma:
f x y
g x y
,
,
( )=
( )=
0
0
Si x0, y0 son la primera aproximación de la solución y ∆x y ∆y son los incrementos necesarios para
alcanzar la solución correcta, entonces, expandiendo la función en series de Taylor se tiene
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