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	1. CALCULO INTEGRAL 100411
Tarea  3 – Aplicaciones de las Integrales
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Acacias (Meta), Villavicencio (Meta), Duitama (Boyacá)
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	2. Introducción
Las integrales son  uno de los temas más importantes que podemos encontrar en el
Cálculo Integral, siendo definidas por Aguayo (2012) como una “herramienta teórica que
permite extender nuestra noción de área a regiones más complejas que las poligonales y que
también tiene una extraordinaria utilidad práctica en el cálculo efectivo del área”, así mismo
menciona que es muy versátil porque nos ayuda a realizar “cálculo de volúmenes, longitudes y
áreas de superficies curvas” (p. 20). Es decir, además de observa los diferentes tipos de integrales
como las definidas, indefinidas, entre otros, también podemos aprender sobre los cambios de
variable, los métodos de integración, los volúmenes de solidos de revolución, el área entre
curvas, etc. Siendo así un elemento fundamental en la ciencia y en varias áreas en general, por
ejemplo, podemos utilizarla para medir el calor (calorimetría) y obtener un valor específico, a su
vez, que podemos usarla para determinar la cantidad de demanda que tiene un producto o
servicio.
En el presente trabajo se presenta el cálculo de un área limitada por dos curvas, una curva
y una o más rectas, o incluso una parábola, asimismo hallando el volumen de los sólidos de
revolución, utilizando las herramientas del programa GeoGebra para realizar las gráficas y
comparar los resultados, a su vez, aplicando la integral para resolver problemas específicos
presentados en la Ciencia como también a nivel general.
 


	3. Literal A
Ejercicio 1  – Análisis de Gráficas
Determine el área limitada entre las curvas 𝒚 = 𝒙𝟑
− 𝒙 y la recta 𝒚 = 𝟐𝒙. Interprete el
resultado usando la gráfica del ejercicio generada en GeoGebra.
Solución:
𝑦 = 𝑓(𝑥) = 𝑥3
− 𝑥
𝑦 = 𝑔(𝑥) = 2𝑥
• Igualamos las dos funciones 𝒇(𝒙) = 𝒈(𝒙) y calculamos los valores de 𝒙
𝑥3
− 𝑥 = 2𝑥
𝑥3
− 𝑥 − 2𝑥 = 0
𝑥3
− 3𝑥 = 0
• Sacamos factor común de 𝒙 y buscamos la solución para los límites de integración
𝑥(𝑥2
− 3) = 0
𝑥 = 0 ∧ 𝑥2
− 3 = 0
𝑥 = 0 ∧ 𝑥2
= 3
𝑥 = 0 ∧ √𝑥2 = √3
𝑥 = 0 ∧ 𝑥 = ±√3
𝑥 = 0 ∧ 𝑥 = √3 = 1,73 ∧ 𝑥 = −√3 = −1,73
• Calculamos el área para los dos límites de integración
𝐴 = ∫ (𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥))𝑑𝑥 + ∫ (𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥))𝑑𝑥
√3
0
0
−√3
𝐴 = ∫ (𝑥3
− 𝑥 − 2𝑥)𝑑𝑥 + ∫ ((2𝑥 − (𝑥3
− 𝑥))𝑑𝑥
√3
0
0
−√3
 


	4. 𝐴 = ∫  (𝑥3
− 3𝑥)𝑑𝑥 + ∫ ((2𝑥 − 𝑥3
+ 𝑥)𝑑𝑥
√3
0
0
−√3
𝐴 = ∫ (𝑥3
− 3𝑥)𝑑𝑥 + ∫ (3𝑥 − 𝑥3)𝑑𝑥
√3
0
0
−√3
𝐴 = (
𝑥4
4
−
3𝑥2
2
)
0
−√3
+ (
3𝑥2
2
−
𝑥4
4
) √3
0
• Evaluamos los límites de integración y los sustituimos a la ecuación del área
𝐴 = ((
04
4
−
3(0)
2
) − (
(−√3)4
4
−
3(−√3)2
2
) + (
3(√3)2
2
−
(√3)4
4
) − (
3(0)
2
−
04
4
))
𝐴 = (−
9
4
+
9
2
) + (
9
2
−
9
4
)
𝐴1 = (
9
4
) + 𝐴2 = (
9
4
)
𝐴 =
9
2
= 4,5 𝑢2
GeoGebra:
 


	5. Ejercicio 2 –  Sólidos de Revolución
Dada la región encerrada por la curva 𝒚 =
𝟏
𝟖
𝒙𝟑
y las rectas 𝒚 = 𝟏, 𝒚 = 𝟖, determine el
volumen del sólido generado al rotarla alrededor del eje y. Representar el sólido en GeoGebra.
𝑽 = 𝝅 ∫ (𝒇(𝒚))
𝟐
𝒅𝒚
𝒃
𝒂
Solución:
• Límites de 𝒚 = [𝟏, 𝟖]
• Despejamos la 𝒙 de la función
𝑦 =
𝑥3
8
√𝑥3
3
= √8𝑦
3
𝑥 = 2√𝑦
3
• Aplicamos la formula y reemplazamos términos
𝑉 = 𝜋 ∫ (2√𝑦
3
)2
𝑑𝑦
8
1
• Sacamos la constante de la función
𝑉 = 𝜋 ∙ 2 ∫ (√𝑦
3
)2
𝑑𝑦
8
1
• Aplicamos regla de la potencia en la función
𝑉 = 𝜋 ∙ 2 ∫ (
3
4
𝑦
4
3) 𝑑𝑦
8
1
• Evaluamos los limites
𝑉 = 𝜋 ∙ 2 |
3
4
𝑦
4
3|
1
8
 


	6. 𝑉 = 𝜋  ∙ 2 ∙ (12 −
3
4
)
𝑉 = 𝜋 ∙ 2 ∙
45
4
𝑉 =
45𝜋
2
𝑢3
GeoGebra:
 


	7. Ejercicio 3 –  Aplicaciones de las Integrales en las Ciencias
Un objeto que inicia en el reposo es acelerado en una trayectoria circular de radio 𝟏. 𝟑 𝒎
de acuerdo con la ecuación 𝒂 = 𝟏𝟐𝒕𝟐
− 𝟒𝟖𝒕 + 𝟏𝟔 todo medido en el sistema internacional de
unidades. Determine cuál es la velocidad angular después de 𝟏𝟎 𝐦𝐢𝐧𝐮𝐭𝐨𝐬 de recorrido.
Solución
• La aceleración está dada por la velocidad angular sobre el tiempo:
𝑎 =
𝑑𝜔
𝑑𝑡
• Separamos los diferenciales para integrar la función con 𝑑𝑡
𝑑𝜔
𝑑𝑡
= 12𝑡2
− 48𝑡 + 16
𝑑𝜔 = (12𝑡2
− 48𝑡 + 16)𝑑𝑡
• Agregamos la diferencial en ambos lados de la igualdad
∫ 𝑑𝜔
𝜔
0
= ∫(12𝑡2
− 48𝑡 + 16)𝑑𝑡
𝑡
0
• Aplicamos la regla para la integral de una potencia a la función de la integral
𝜔 = (
12𝑡3
3
−
48𝑡2
2
+ 16𝑡)
0
𝑡
• Reemplazamos límite superior y límite inferior en la función y evaluamos
𝜔 = (
12𝑡3
3
−
48𝑡2
2
+ 16𝑡) − (0)
• Si reemplazamos el límite inferior por 0 nos da 0, por lo tanto
𝜔 = 4𝑡3
− 24𝑡2
+ 16𝑡
 


	8. • Para 10  𝑚𝑖𝑛𝑢𝑡𝑜𝑠 = 600 𝑠𝑒𝑔𝑢𝑛𝑑𝑜𝑠 de acuerdo con el sistema internacional de
unidades.
𝜔 = 4(600)3
− 24(600)2
+ 16(600)
𝜔 = 855369600 𝑟𝑎𝑑/𝑠
GeoGebra:
Ejercicio 4 – Aplicaciones de las Integrales en General
Una de las aplicaciones de las integrales, es el cálculo del valor medio cuadrático o RMS
(Root Mean Square), para una función de variable continua.
Según un fabricante de equipos de sonido, la cabina activa de audio de referencia “alfa”,
entrega una potencia pico de 𝟏𝟑𝟎𝟎𝑾 (𝟏𝟑𝟎𝟎 𝐯𝐚𝐭𝐢𝐨𝐬). Calcule el valor real o RMS si la señal de
entrada sinusoidal está determinada por 𝑷(𝒕) = 𝟏𝟑𝟎𝟎 𝐬𝐢𝐧(𝒕) a través del intervalo 𝟎 ≤ 𝒕 ≤ 𝟐𝝅.
Indique a qué porcentaje corresponde el resultado obtenido RMS con respecto al valor pico.
𝑷𝒓.𝒎.𝒔
𝟐
=
𝟏
𝑻
∫ 𝑷(𝒕)𝟐
𝒅𝒕
𝑻
𝟎
 


	9. Solución:
𝑃
𝑟.𝑚.𝑠
2
=
1
2𝜋
∫ 𝑓(1300sin (𝑡))2
𝑑𝑡
2𝜋
0
•  Sacamos la constante de la integral
𝑃
𝑟.𝑚.𝑠
2
=
1690000
2𝜋
∫ 𝑓(𝑠𝑖𝑛2(𝑡))𝑑𝑡
2𝜋
0
• Aplicamos tabla de identidades trigonométricas a la integral y resolvemos
𝑃
𝑟.𝑚.𝑠
2
=
1690000
2𝜋
[∫
1
2
−
1
2
co𝑠(2𝑡)𝑑𝑡
2𝜋
0
]
𝑃𝑟.𝑚.𝑠
2
=
1690000
2𝜋
[
1
2
∫ |𝑡 −
1
2
sen(2𝑡)𝑑𝑡|
0
2𝜋
2𝜋
0
]
𝑃𝑟.𝑚.𝑠
2
=
1690000
2𝜋
[
1
2
[2𝜋 ∙
1
2
𝑠𝑒𝑛(2(2𝜋)) − [0 −
1
2
𝑠𝑒𝑛(2(0)]]]
𝑃
𝑟.𝑚.𝑠
2
=
1690000
2𝜋
[
1
2
[2𝜋 − (0) − [0]]]
• Simplificamos el resultado
𝑃
𝑟.𝑚.𝑠
2
=
1690000
2𝜋
[
2𝜋
2
]
𝑃
𝑟.𝑚.𝑠
2
=
1690000
2𝜋
[𝜋]
𝑃
𝑟.𝑚.𝑠
2
=
1690000
2
𝑃
𝑟.𝑚.𝑠
2
= 845000
• Sacamos raíz cuadrada para eliminar el exponente RMS
√𝑃
𝑟.𝑚.𝑠
2
= √845000
𝑃
𝑟.𝑚.𝑠 = 919,24
 


	10. • Calculamos el  porcentaje RMS con respecto al valor pico𝑃
𝑟.𝑚.𝑠 =
𝑃𝑟.𝑚.𝑠
𝑉𝑃
𝑃
𝑟.𝑚.𝑠 =
919,24
1300
= 0,7071 ∗ 100
𝑃
𝑟.𝑚.𝑠 = 70,71%
• Concluyendo con los resultados podemos determinar que el valor real de RMS es
𝟗𝟏𝟗, 𝟐𝟒 y el porcentaje es 𝟕𝟎, 𝟕𝟏%
 


	11. Literal B
Ejercicio 1  – Análisis de Gráficas
La parábola 𝒇(𝒙) =
𝒙𝟐
𝟐
divide al rectángulo de vértices (0,0); (4,0); (4,2) y (0,2) en dos
sectores, calcule el área de cada sector e interprete el resultado usando la gráfica del ejercicio
generada en GeoGebra.
Solución:
• Se utiliza la fórmula:
𝐴 = ∫ 𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
• La curva superior es 𝑔(𝑥) y la inferior 𝑓(𝑥) ubicadas en el eje negativo el área será el
valor absoluto,
∫ [𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥)]𝑑𝑥
𝑎
𝑏
GeoGebra:
• Al observar la gráfica podemos dividir nuestra área en dos sectores el primero de color
violeta que es el primer sector por encima de la parábola y un segundo sector formado
 


	12. por dos subáreas,  la primera de color marrón por debajo de la parábola y un rectángulo
por debajo de la recta 𝑦 = 2
Sector 1
𝐴1 = ∫ [2 − 𝑥2]𝑑𝑥
√2
0
• Evaluando
𝐴1 = 2𝑥 −
𝑥3
3 ] 𝑥 = √2 𝑦 𝑥 = 0
𝐴1 = (2(√2) −
(√2)
3
3
) − 0
𝐴1 = (2(√2) −
2(√2)
3
) = 1,8856 𝑢𝑛𝑑
= (
−16
3
+ 8) = −2,667
El área será = 𝟐. 𝟔𝟔𝟕 𝒖𝒏𝒅 𝒄𝒖𝒂𝒅𝒓𝒂𝒅𝒂𝒔
Sector 2,1
𝐴2,1 = ∫ [𝑥2]𝑑𝑥
√2
0
• Evaluando
𝐴2,1 =
𝑥3
3 ] 𝑥 = √2 𝑦 𝑥 = 0
𝐴2,1 = (
(√2)
3
3
) − 0
𝐴2,1 = (
2(√2)
3
) = 0,9428 𝑢𝑛𝑑
 


	13. Sector 2,2
𝐴2,2 =  ∫ [2]𝑑𝑥
4
√2
• Evaluando
𝐴1 = 2𝑥
] 𝑥 = √2 𝑦 𝑥 = 4
𝐴2,2 = (8 − 2(√2))
𝐴2,2 = 5,1716 𝑢𝑛𝑑
• Sumando las áreas
1,8856 + 0,9428 + 5,1716 = 8 𝑢𝑛𝑑
• Comprobando que la suma de áreas es igual al área del rectángulo de 𝟒 × 𝟐 = 𝟖 𝒖𝒏𝒅
Ejercicio 2 – Sólidos de Revolución
Encuentre el volumen que se genera al hacer girar la superficie limitada por la curva 𝒚 =
√𝒙 y las rectas 𝒚 = 𝟎 y 𝒙 = 𝟒 alrededor de la recta 𝒙 = 𝟓. Representar el sólido en GeoGebra.
Solución:
• El método de los cascarones cilíndrico
𝑉 = 2𝜋 ∫ [𝑥 ∗ 𝑓(𝑥)]𝑑𝑥
𝑏
𝑎
• A partir de la gráfica de la región y considerando que el sólido se forma cuando se gira
la región con respecto a la recta 𝑥 = 5, resulta que:
• y sustituyendo en la fórmula (2), obtenemos el volumen del sólido por:
𝐫(𝐱) = 𝟓 − 𝐱; 𝐟(𝐱) = √𝐱; 𝐚 = 𝟎 𝐲 𝐛 = 𝟒
 


	14. V = 2π  ∫ [( 𝟓 − 𝐱) ∗ √x]dx
4
0
V = 2π ∫ [( 𝟓√x − 𝐱√x)]dx
4
0
V = 2π ∫ [( 𝟓𝑥
1
2 − 𝑥
3
2)] dx
4
0
V = 2π [(
10
3
𝑥
3
2 −
2
5
𝑥
5
2)]
4
0
V = 2𝜋 (
80
3
−
64
5
)
V =
416
15
𝜋 𝑢𝑛𝑑 𝑐𝑢𝑏𝑖𝑐𝑎𝑠
GeoGebra:
 


	15. Ejercicio 3 –  Aplicaciones de las Integrales en las Ciencias
Un tren sale de la estación central con una velocidad de 𝟕𝟐 𝒌𝒎/𝒉 después de 𝟐𝟎
minutos se encuentra a 𝟒𝟖𝒌𝒎 de la estación. Obtenga la distancia (en kilómetros) a la que se
encuentra el tren de la estación central en un tiempo de 𝟖𝟎 minutos.
Solución
• Velocidad inicial
𝑣𝑖 = 72 𝑘𝑚/ℎ𝑟 𝑡 𝑖 = 0
• El espacio recorrido es la integral de la velocidad, asumiéndola constante 𝑣𝑖 = 72 𝑘𝑚/ℎ𝑟
 


	16. 𝑠 = ∫  𝑣 𝑑𝑡 = ∫ 72 𝑑𝑡
𝑠(𝑡) = 72𝑡 + 𝑐
• Para hallar c uso la condición inicial del problema que dice que la posición en
𝑡𝑓 = 20 min (
1
60
) =
1
3
ℎ𝑟 x = 48Km
(
1
3
) = 48
48 = 72 (
1
3
) + 𝑐 despejo c
𝑐 = 48 − 24
𝑐 = 24 tenemos la función para cualquier t
𝑠(𝑡) = 72𝑡 + 24
Con 𝑡 = 80 𝑚𝑖𝑛𝑢𝑡𝑜𝑠 Ahora se evalúa
80 min =
4
3
ℎ𝑟
𝑠 (
4
3
) = 72(
4
3
) + 24
= 120𝑘𝑚
GeoGebra:
 


	17. Ejercicio 4 –  Aplicaciones de las Integrales en General
Una de las aplicaciones de las integrales, es el cálculo del medio cuadrático o RMS (Root
Mean Square), para una función de variable continua.
Al realizar la medición de una señal en un osciloscopio, se obtuvo una onda triangular
bipolar, con un voltaje pico de 𝟒𝟎 𝐕𝐀𝐂 (𝟒𝟎 𝐯𝐨𝐥𝐭𝐢𝐨𝐬 𝐀𝐂 ). Calcule el valor real o RMS del
voltaje a través del intervalo 𝟎 ≤ 𝒕 ≤ 𝟐𝝅. La señal triangular está determinada como se muestra
en la gráfica.
Solución:
• Vemos que la gráfica hasta llegar al primer pico (40) la función es lineal oscilando entre
esta función y entre esta recta y su recta perpendicular. Entonces podemos ubicar esos dos
puntos el punto inicial y el punto en el pico, Coordenadas (𝑥, 𝑦) equivalen a (𝑡, 𝑣)
• Punto 1= (0,0)
Punto 2 = (
π
2
, 40)
• Sean dos puntos P1(x1, y1) y P2(x2, y2) la ecuación de la recta que pasa por esos dos
puntos es:
𝑣 =
40
π
2
𝑡
 


	18. 𝑣(𝑡) =
80
π
𝑡
• Ahora  reemplazo en la integral con periodo T = 2𝜋
𝑉
𝑟.𝑚.𝑠
2
=
1
𝑇
∫ 𝑉(𝑡)2
𝑑𝑡
𝑇
0
𝑉
𝑟.𝑚.𝑠
2
=
1
2𝜋
∫ (
80
π
𝑡)
2
𝑑𝑡
2𝜋
0
• Sacamos la constante de la integral
𝑉
𝑟.𝑚.𝑠
2
=
640
2𝜋3
∫ 𝑡2
𝑑𝑡
2𝜋
0
• Aplicamos tabla de identidades trigonométricas a la integral y resolvemos
𝑉
𝑟.𝑚.𝑠
2
=
320
3𝜋3
[2𝜋)3]
𝑉
𝑟.𝑚.𝑠
2
=
2560
3
𝑉
𝑟.𝑚.𝑠
2
= 853,33
• Sacamos raíz cuadrada para eliminar el exponente RMS
√𝑉
𝑟.𝑚.𝑠
2
= √853,33
• Calculamos el porcentaje RMS con respecto al valor pico.
𝑉
𝑟.𝑚.𝑠 = 29,22%
 


	19. Literal C
Ejercicio 1  – Análisis de Gráficas
Calcule el área de la región limitada por las curvas 𝒚 = 𝒙𝟐
− 𝟐𝒙 + 𝟐 y 𝒚 = 𝟐 − 𝒙𝟐
.
Interprete el resultado usando la gráfica del ejercicio generado en GeoGebra.
Solución:
• Dadas las curvas 𝒚 = 𝒙𝟐
− 𝟐𝒙 + 𝟐 y 𝒚 = 𝟐 − 𝒙𝟐
, las consideramos como un sistema de
dos ecuaciones con dos incógnitas, en donde encontraremos los puntos de corte:
{
𝑦 = 𝑥2
− 2𝑥 + 2
𝑦 = 2 − 𝑥2
• Ahora necesitamos encontrar el valor de las 𝒙, para esto igualamos las dos funciones,
siendo 𝒇(𝒙) = 𝒈(𝒙):
𝑥2
− 2𝑥 + 2 = 2 − 𝑥2
𝑥2
− 2𝑥 + 2 − 2 + 𝑥2
= 0
𝑥2
+ 𝑥2
− 2𝑥 + 2 − 2 = 0
𝟐𝒙𝟐
− 𝟐𝒙 = 𝟎
• Para resolver el resultado existen varias maneras, pero esta vez aplicaré la formula
general para ecuaciones de segundo grado 𝒙𝟏,𝟐 =
−𝒃±√𝒃𝟐−𝟒𝒂𝒄
𝟐𝒂
, siendo:
𝒂 = 𝟐
𝒃 = −𝟐
𝒄 = 𝟎
𝒙𝟏,𝟐 =
−(−𝟐) ± √(−𝟐)𝟐 − 𝟒(𝟐)(𝟎)
𝟐(𝟐)
• Aplicamos las leyes de los exponentes (−𝒂)𝒏
= 𝒂𝒏
y la regla 𝟎 ⋅ 𝒂 = 𝟎:
 


	20. √(−2)2 − 4(2)(0)
√22  − 4(2)(0)
√22 − 0
√𝟐𝟐
• Luego usamos la propiedad de los radicales √𝒂𝒏
𝒏
= 𝒂, siempre y cuando 𝒂 ≥ 𝟎:
√22 = 𝟐
• Quedando:
𝒙𝟏,𝟐 =
−(−𝟐) ± 𝟐
𝟐 ⋅ 𝟐
• Separamos las soluciones:
𝒙𝟏 =
−(−𝟐) + 𝟐
𝟐 ⋅ 𝟐
𝑥1 =
2 + 2
2 ⋅ 2
𝑥1 =
4
2 ⋅ 2
𝑥1 =
4
4
𝒙𝟏 = 𝟏
𝒙𝟐 =
−(−𝟐) − 𝟐
𝟐 ⋅ 𝟐
𝑥2 =
2 − 2
2 ⋅ 2
𝑥2 =
0
2 ⋅ 2
 


	21. 𝑥2 =
0
4
𝒙𝟐 =  𝟎
• Una vez conociendo estos datos, pasamos a calcular el área:
𝐴 = ∫ [(𝑥2
− 2𝑥 + 2) − (2 − 𝑥2)]
1
0
𝑑𝑥
= ∫ 𝑥2
− 2𝑥 + 2 − (2 − 𝑥2)
1
0
𝑑𝑥
= ∫ 𝑥2
− 2𝑥 + 2 − 2 + 𝑥2
1
0
𝑑𝑥
= ∫ 2𝑥2
− 2𝑥
1
0
𝑑𝑥
• Utilizo las propiedades de la integral ∫ 𝒇(𝒙) ± 𝒈(𝒙)𝒅𝒙 = ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 ± ∫ 𝒈(𝒙) 𝒅𝒙:
= ∫ 2𝑥2
𝑑𝑥 − ∫ 2𝑥
1
0
1
0
𝑑𝑥
= 2𝑥 ∫ 𝑥2
𝑑𝑥 − 2𝑥 ∫ 𝑥 𝑑𝑥
1
0
1
0
= 2 ⋅
𝑥3
3
− 2 ⋅
𝑥2
2
=
𝟐𝒙𝟑
𝟑
− 𝒙𝟐
• Se sustituyen los límites de integración para calcular la integral:
=
2𝑥3
3
− 𝑥2
]
0
1
• Y pasamos a usar 𝑭(𝒙)]𝒂
𝒃
= 𝑭(𝒃) − 𝑭(𝒂):
=
2 ⋅ (1)3
3
− (1)2
− (
2 ⋅ (0)3
3
− (0)2
)
 


	22. =
2 ⋅ 1
3
−  1 − (
2 ⋅ 0
3
− 0)
=
2
3
− 1 −
0
3
=
2
3
− 1 − 0
=
2
3
− 1
= −
𝟏
𝟑
≈ −𝟎, 𝟑𝟑 𝒖𝟐
GeoGebra:
Ejercicio 2 – Sólidos de Revolución
Determine el volumen generado al hacer girar la región encerrada entre las curvas
𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐
+ 𝟏 y 𝒈(𝒙) = 𝟐𝒙 + 𝟏 alrededor del eje 𝒙. Representar el sólido en GeoGebra.
Solución:
• Primero igualamos las dos funciones, siendo 𝒇(𝒙) = 𝒈(𝒙):
 


	23. 𝑥2
+ 1 =  2𝑥 + 1
𝑥2
+ 1 − 2𝑥 − 1 = 0
𝑥2
− 2𝑥 + 1 − 1 = 0
𝒙𝟐
− 𝟐𝒙 = 𝟎
• Esta vez para resolverlo factorizamos 𝒙 del resultado obtenido:
𝒙(𝒙 − 𝟐) = 𝟎
𝒙 = 𝟎 𝑥 − 2 = 0
𝒙 = 𝟐
• Ahora sustituimos los valores en la expresión de volumen 𝑽𝒐𝒍 = 𝝅 ∫ [𝒈(𝒙)𝟐
−
𝒃
𝒂
𝒇(𝒙)𝟐] 𝒅𝒙:
𝑉𝑜𝑙 = 𝜋 ∫ [(2𝑥 + 1)2
− (𝑥2
+ 1)2]
2
0
𝑑𝑥
𝑉𝑜𝑙 = 𝜋 ∫ [4𝑥2
+ 4𝑥 + 1 − (𝑥4
+ 2𝑥2
+ 1)]
2
0
𝑑𝑥
𝑉𝑜𝑙 = 𝜋 ∫ [4𝑥2
+ 4𝑥 + 1 − 𝑥4
− 2𝑥2
− 1]
2
0
𝑑𝑥
𝑉𝑜𝑙 = 𝜋 ∫ [−𝑥4
+ 4𝑥2
− 2𝑥2
+ 4𝑥 + 1 − 1]
2
0
𝑑𝑥
𝑉𝑜𝑙 = 𝜋 ∫ [−𝑥4
+ 2𝑥2
+ 4𝑥]
2
0
𝑑𝑥
𝑉𝑜𝑙 = 𝜋 [− ∫ 𝑥4
2
0
+ 2 ∫ 𝑥2
2
0
+ 4 ∫ 𝑥
2
0
] 𝑑𝑥
𝑉𝑜𝑙 = 𝜋 [−
𝑥5
5
+
2𝑥3
3
+
4𝑥2
2
]
0
2
• Pasamos a usar 𝑭(𝒙)]𝒂
𝒃
= 𝑭(𝒃) − 𝑭(𝒂):
 


	24. = −
(2)5
5
+
2 ⋅  (2)3
3
+
4 ⋅ (2)2
2
(−
(0)5
5
+
2 ⋅ (0)3
3
+
4 ⋅ (0)2
2
)
= −
32
5
+
2 ⋅ 8
3
+
4 ⋅ 4
2
− (−
0
5
+
2 ⋅ 0
3
+
4 ⋅ 0
2
)
= −
32
5
+
16
3
+
16
2
− (−
0
5
+
0
3
+
0
2
)
= −
32
5
+
16
3
+ 8 − 0
= −
32
5
+
16
3
+ 8
=
𝟏𝟎𝟒
𝟏𝟓
𝝅 ≈ 𝟐𝟏, 𝟕 𝒖𝟑
GeoGebra:
 


	25. Ejercicio 3 –  Aplicaciones de las Integrales en las Ciencias
Una caja es arrastrada por una superficie horizontal mediante la acción de una fuerza de
𝑥2(𝑥3
+ 1)3
medida en Newtons. ¿Cuánto trabajo se efectúa sobre esta caja cuando se desplaza
de 𝑥 = 1𝑚 a 𝑥 = 3𝑚?
Solución:
• Primero organizamos los datos que nos da el ejercicio:
𝑭 = 𝑥2(𝑥3
+ 1)3
𝑿𝒊 = 1𝑚
𝑿𝒇 = 3𝑚
𝑾 = ?
• Luego reemplazamos estos valores en la fórmula 𝑾 = ∫ 𝑭𝒅𝒙
𝑿𝒇
𝑿𝒊
:
𝑾 = ∫ 𝑥2(𝑥3
+ 1)3
𝑑𝑥
3
1
• Proseguimos a resolver binomio al cubo con la fórmula (𝒂 + 𝒃)𝟑
= 𝒂𝟑
+ 𝟑𝒂𝟐
𝒃 +
𝟑𝒂𝒃𝟐
+ 𝒃𝟑
, siendo 𝒂 = 𝒙𝟑
y 𝒃 = 𝟏:
= (𝑥3
+ 1)3
= (𝑥3)3
+ 3(𝑥3)2
⋅ 1 + 3𝑥3
⋅ 12
+ 13
= 𝒙𝟗
+ 𝟑𝒙𝟔
+ 𝟑𝒙𝟑
+ 𝟏
= 𝑥2(𝑥9
+ 3𝑥6
+ 3𝑥3
+ 1)
𝑭
𝒅𝒙
(𝐹𝑢𝑒𝑟𝑧𝑎)
(𝐷𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑖𝑎)
 


	26. = 𝑥9
⋅ 𝑥2
+  3𝑥6
⋅ 𝑥2
+ 3𝑥3
⋅ 𝑥2
+ 1 ⋅ 𝑥2
= 𝒙𝟏𝟏
+ 𝟑𝒙𝟖
+ 𝟑𝒙𝟓
+ 𝒙𝟐
• Ahora resolvemos la integral aplicando la regla de la suma ∫ 𝒇(𝒙) ± 𝒈(𝒙)𝒅𝒙 =
∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 ± ∫ 𝒈(𝒙)𝒅𝒙:
𝑾 = ∫ 𝑥11
+ 3𝑥8
+ 3𝑥5
+ 𝑥2
3
1
𝑾 = ∫ 𝑥11
3
1
+ 3 ∫ 𝑥8
3
1
𝑑𝑥 + 3 ∫ 𝑥5
3
1
𝑑𝑥 + ∫ 𝑥2
3
1
𝑑𝑥
𝑾 = [
𝑥12
12
+
𝑥9
3
+
𝑥6
2
+
𝑥3
3
]
1
3
• Pasamos a utilizar 𝑭(𝒙)]𝒂
𝒃
= 𝑭(𝒃) − 𝑭(𝒂):
(3)12
12
+
(3)9
3
+
(3)6
2
+
(3)3
3
− (
(1)12
12
+
(1)9
3
+
(1)6
2
+
(1)3
3
)
531441
12
+
19683
3
+
729
2
+
27
3
− (
1
12
+
1
3
+
1
2
+
1
3
)
531441
12
+ 6561 +
729
2
+ 9 − (
5
4
)
531441
12
+ 6561 +
729
2
+ 9 −
5
4
= 𝟓𝟏𝟐𝟐𝟎
• Por lo tanto, el trabajo efectuado sobre la caja cuando se desplaza de 𝒙 = 𝟏𝒎 a 𝒙 = 𝟑𝒎
es de:
𝟓𝟏𝟐𝟐𝟎 𝑱𝒐𝒖𝒍𝒆𝒔
 


	27. Ejercicio 4 –  Aplicaciones de las Integrales en General
Un circuito serie está conformado por una resistencia 𝑅 = 10 ohmios y un condensador
𝐶 = 5 faradios.
Si la corriente 𝑖(𝑡) es la misma para los dos elementos 𝑅 y 𝐶, y si el voltaje 𝑣𝑖(𝑡) =
𝑣𝑅(𝑡) + 𝑣𝐶(𝑡), calcule la expresión para el voltaje de la fuente 𝑣𝑖(𝑡) si 𝑖(𝑡) = 3 ⋅ 𝑠𝑒𝑛(𝑡).
El voltaje en la resistencia está determinado por 𝑣𝑅(𝑡) = 𝑖(𝑡) ⋅ 𝑅
El voltaje en el condensador está determinado por 𝑣𝐶(𝑡) =
1
𝐶
∫ 𝑖(𝑡)𝑑𝑡
Solución:
• Iniciaremos hallando el voltaje de la resistencia y del condensador:
Resistencia.
𝒗𝑹(𝒕) = 𝒊(𝒕) ⋅ 𝑹
𝑣𝑅(𝑡) = 3𝑠𝑒𝑛(𝑡) ⋅ 10
𝒗𝑹(𝒕) = 𝟑𝟎𝒔𝒆𝒏(𝒕)
Condensador.
𝒗𝑪(𝒕) =
𝟏
𝑪
∫ 𝒊(𝒕)𝒅𝒕
𝑣𝐶(𝑡) =
1
5
∫ 3𝑠𝑒𝑛(𝑡)𝑑𝑡
𝑣𝐶(𝑡) =
1
5
⋅ 3 ∫ 𝑠𝑒𝑛(𝑡)𝑑𝑡
 


	28. 𝑣𝐶(𝑡) =
3
5
∫ 𝑠𝑒𝑛(𝑡)𝑑𝑡
•  Recordando que ∫ 𝒔𝒆𝒏(𝒙) 𝒅𝒙 = −𝐜𝐨𝐬(𝒙) + 𝑪:
𝑣𝐶(𝑡) =
3
5
(− cos(𝑡)) + 𝐶
𝒗𝑪(𝒕) = −
𝟑
𝟓
𝐜𝐨𝐬(𝒕) + 𝑪
• Por último, para obtener el voltaje de la fuente 𝒗𝒊(𝒕) sustituimos en la fórmula los valores
obtenidos:
𝒗𝒊(𝒕) = 𝒗𝑹(𝒕) + 𝒗𝑪(𝒕)
𝑣𝑖(𝑡) = 30𝑠𝑒𝑛(𝑡) + (−
3
5
cos(𝑡) + 𝐶)
𝒗𝒊(𝒕) = 𝟑𝟎𝒔𝒆𝒏(𝒕) −
𝟑
𝟓
𝐜𝐨𝐬(𝒕) + 𝑪
• Aunque si queremos obtener el valor de la constante tomaríamos 𝒕 = 𝟎 en el resultado:
𝑣𝑖(0) = 30𝑠𝑒𝑛(0) −
3
5
cos(0) + 𝐶
0 = 30 ⋅ 0 −
3
5
⋅ 1 + 𝐶
0 = 0 −
3
5
+ 𝐶
𝑪 =
𝟑
𝟓
• Por lo tanto, la expresión para el voltaje de la fuente 𝒗𝒊(𝒕) es:
𝒗𝒊(𝒕) = 𝟑𝟎𝒔𝒆𝒏(𝒕) −
𝟑
𝟓
𝐜𝐨𝐬(𝒕) +
𝟑
𝟓
 


	29. Literal D
Ejercicio 1  – Análisis de Gráficas
Determine el área limitada por la curva 𝒇(𝒙) = −𝒙𝟐
+ 𝟔𝒙, 𝒈(𝒙) = 𝒙𝟐
− 𝟐𝒙. Interprete el
resultado usando la gráfica del ejercicio generada en GeoGebra.
Solución:
• Primero que todo hallar los límites de integración, igualando las dos funciones
𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥)
−𝑥2
+ 6𝑥 = 𝑥2
− 2𝑥
−𝑥2
− 𝑥2
+ 6𝑥 + 2𝑥 = 0
−2𝑥2
+ 8𝑥 = 0
2𝑥2
− 8𝑥 = 0
𝑥(2𝑥 − 8) = 0
• Tenemos dos posibles soluciones, que son
𝑥 = 0
• Además de
2𝑥 − 8 = 0
2𝑥 = 8
𝑥 = 4
• Por tanto, los límites de integración son 𝑥 = 0 y 𝑥 = 4, nos damos cuenta de que hay una
parábola que abre hacia arriba y otra que abre hacia abajo por lo que la integral quedo.
𝐴 = ∫ (−𝑥2
+ 6𝑥) − (𝑥2
− 2𝑥)𝑑𝑥
4
0
𝐴 = ∫ −𝑥2
+ 6𝑥 − 𝑥2
+ 2𝑥 𝑑𝑥
4
0
 


	30. 𝐴 = ∫  −2𝑥2
+ 8𝑥 𝑑𝑥
4
0
𝐴 = ∫ −2𝑥2
𝑑𝑥
4
0
+ ∫ 8𝑥 𝑑𝑥
4
0
𝐴 = −2 [
𝑥3
3
]
0
4
+ 8 [
𝑥2
2
]
0
4
𝐴 = −
2
3
(43
− 03
) + 4(42
− 02
)
𝐴 = −
2
3
(64) + 4(16)
𝐴 = 21.33 𝑢2
GeoGebra:
Ejercicio 2 – Sólidos de Revolución
Determine el volumen del sólido de revolución generado al girar alrededor de la recta
𝒚 = 𝟏 la región limitada por la curva 𝒚 = √𝒙 + 𝟐 entre las rectas 𝒙 = 𝟐 y 𝒙 = 𝟕. Represente el
sólido en GeoGebra.
 


	31. Solución:
• Tenemos que  la integral para el sólido sería
𝑉 = ∫ 𝜋(√𝑥 + 2 − 1)
2
7
2
𝑑𝑥
𝑉 = 𝜋 ∫ (𝑥 + 2 − √𝑥 + 2 + 1)
7
2
𝑑𝑥
𝑉 = 𝜋 ∫ (𝑥 + 3 − 2√𝑥 + 2)
7
2
𝑑𝑥
𝑉 = 𝜋 [∫ (𝑥)
7
2
𝑑𝑥 + ∫ (3)
7
2
𝑑𝑥 − 2 ∫ (√𝑥 + 2)
7
2
𝑑𝑥]
𝑉 = 𝜋 [(
𝑥2
2
)
2
7
+ 3 (𝑥)2
7
− (
2
3
(𝑥 + 2)
3
2 )
2
7
]
𝑉 = 𝜋 [
1
2
(72
− 22) + 3 (7 − 2) −
4
3
((7 + 2)
3
2 − (2 + 2)
3
2)]
𝑉 = 𝜋 [
45
2
+ 15 −
76
3
]
𝑉 =
73
6
𝜋 𝑢3
𝑉 = 38.22 𝑢3
• 𝐷𝑥 = a grosor de la circunferencia
GeoGebra:
 


	32. Ejercicio 3 –  Aplicaciones de las Integrales en las Ciencias
Cierta compañía tiene un beneficio marginal de 𝑴′(𝒙) = (𝟏𝟎𝟎 − 𝒙) libras
esterlinas por cada producto. Si el beneficio de la compañía es de 𝟑𝟓𝟎𝟎 𝐥𝐢𝐛𝐫𝐚𝐬 por una
producción de 𝟒𝟎 𝐮𝐧𝐢𝐝𝐚𝐝𝐞𝐬. ¿Cuál es el beneficio cuando producen 𝟑𝟎 𝐮𝐧𝐢𝐝𝐚𝐝𝐞𝐬?
Solución:
• Tenemos que la integral del es:
𝑀(𝑥) = ∫ 𝑀′(𝑥) 𝑑𝑥
 


	33. 𝑀(𝑥) = ∫(100  − 𝑥) 𝑑𝑥
𝑀(𝑥) = 100𝑥 −
𝑥2
2
+ 𝑐
• Ahora, como el beneficio de la compañía es de 3500 libras para cada 40 unidades,
tenemos que
3500 = 100(40) −
402
2
+ 𝑐
3500 = 100(40) −
402
2
+ 𝑐
3500 = 4000 − 800 + 𝑐
• Despejando 𝑐
3500 − 4000 + 800 = 𝑐
300 = 𝑐
• Por lo que la ecuación de beneficio es
𝑀(𝑥) = 100𝑥 −
𝑥2
2
+ 300
• Nos preguntan, ¿Cuál es el beneficio cuando producen 30 unidades?, teniendo que
𝑀(30) = 100(30) −
(30)2
2
+ 300
𝑀(30) = 3000 − 450 + 300
𝑀(30) = 2850
Ejercicio 4 – Aplicaciones de las Integrales en General
Una fábrica de artículos deportivos determinó que si producen 𝒙 = 𝟐𝟎𝟎 𝐚𝐫𝐭í𝐜𝐮𝐥𝐨𝐬
𝐬𝐞𝐦𝐚𝐧𝐚𝐥𝐞𝐬, el costo marginal está determinado por 𝑪′(𝒙) = 𝒍𝒏(𝒙) y el ingreso marginal está
dado por 𝑰′(𝒙) = 𝒙𝒍𝒏(𝒙), donde el costo y el ingreso se calculan en miles de pesos.
 


	34. - Calcule el  ingreso total si el valor de 𝑪 = 𝟏𝟎𝟎.
- Calcule el costo total si los costos fijos son 𝑪 = 𝟏𝟔𝟎.
- Calcule la utilidad total.
Solución:
• Tenemos que la expresión de ingreso total es:
𝐼 = ∫ 𝐼′ 𝑑𝑥
𝐼 = ∫ 𝑥𝑙𝑛𝑥 𝑑𝑥
• Integrando por partes tenemos que
𝑢 = 𝑙𝑛𝑥 𝑣 = 𝑥
𝑑𝑢 =
1
𝑥
𝑑𝑥 𝑑𝑥 =
𝑥2
2
𝐼 =
𝑥2
2
𝑙𝑛𝑥 − ∫
𝑥2
2
1
𝑥
𝑑𝑥
𝐼 =
𝑥2
2
𝑙𝑛𝑥 −
1
2
∫ 𝑥 𝑑𝑥
𝐼 =
𝑥2
2
𝑙𝑛𝑥 −
1
2
𝑥2
2
+ 𝑐
𝐼 =
𝑥2
2
𝑙𝑛𝑥 −
𝑥2
4
+ 𝑐
• Si 𝑥 = 200 y C= 100 entonces
𝐼(200) =
2002
2
𝑙𝑛200 −
2002
4
+ 100
𝐼(200) = 96066.35
• Para el costo total tenemos que la expresión es
𝐶 = ∫ 𝐶′ 𝑑𝑥
 


	35. 𝐶 = ∫  𝑙𝑛𝑥 𝑑𝑥
𝐶 = 𝑥𝑙𝑛𝑥 − 𝑥 + 𝑐
• Si 𝑥 = 200 y C= 160 entonces
𝐶(200) = (200)𝑙𝑛200 − 200 + 160
𝐶(200) = 1019.66
• Ahora la utilidad total es
𝑈 = 𝐼 − 𝐶
𝑈 = 96066.35 − 1019.66
𝑈(200) = 95046.68
Tabla links de videos.
Nombre
Estudiante
Ejercicios
Sustentados
Link video explicativo
Luis Adalver
García Trujillo
Ejercicio 3 –
Literal A.
https://youtu.be/xhS0VGyf3Go
Cristhian Santiago
León Díaz
Ejercicio 3 –
Literal C.
https://youtu.be/ONxoqnM02IY
Marco Antonio
Doncel Triana
Ejercicio 4 –
Literal D.
https://drive.google.com/file/d/16qsZlol1fPMl8CUOnw
Ftwl9yW9EwyTzL/view
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